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一种新的 ＭＥＭＳ 陀螺仪信号去噪方法
孙田川，刘洁瑜

（火箭军工程大学 控制工程系，西安 ７１００２５）

摘　 要： 为提高 ＭＥＭＳ 陀螺仪输出信号的去噪效果，将稀疏分解（ ｓｐａｒｓｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）与提升小波变换（ ｌｉｆｔｉｎｇ ｗａｖｅｌｅｔ ｔｒａｎｓ⁃
ｆｏｒｍ）相结合，提出了一种新的信号去噪方法．首先，建立 ＭＥＭＳ 陀螺带噪信号的误差模型，并利用小波提升正变换计算带噪信

号的非稀疏的小波系数；然后，利用稀疏分解理论恢复小波系数的稀疏性；最后，再通过小波提升反变换重构信号，从而达到

去噪的目的．考虑到梯度投影（ｇｒａｄｉｅｎｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ）算法具有全局最优解，运算效率更高，将梯度投影思想引入恢复信号稀疏性

的过程中，提出了基于梯度投影的稀疏分解算法，给出了利用梯度投影算法进行信号系数分解的具体步骤，大大简化了计算

复杂度，同时提升了算法的稳定性．为验证所提方法的性能，进行了 ＭＥＭＳ 陀螺信号去噪的静态实验和跑车实验．实验结果表

明，此种方法在动静态条件下都可以有效地去除 ＭＥＭＳ 陀螺仪输出信号中的噪声，尤其是在静态条件下的去噪效果要优于小

波阈值滤波方法． 同时采用的梯度投影算法相比于正交匹配追踪算法和基追踪算法具有更高的运算效率．
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　 　 ＭＥＭＳ 陀螺仪具有成本低、体积小、功耗低、抗
冲击能力强等优点，近年来得到了快速的发展［１］，
然而由于存在较大的漂移，限制了它在很多领域的

应用［２－３］ ．所以，使用合适的去噪方法对 ＭＥＭＳ 陀螺

仪的输出信号进行去噪处理，可以有效降低漂移的

影响，从而提高精度［４］ ．
ＭＥＭＳ 陀螺仪通常采用的去噪方法包括卡尔曼

滤波、时间序列分析、小波去噪等［５］ ．小波在时频和

细节描述的优越性拓展了它在 ＭＥＭＳ 陀螺去噪领

域的应用［６］ ．小波去噪方法可以分为：小波阈值法、
模极大值法和平移不变量法等，而阈值法应用则比

较多．这种方法的主要依据是：在小波域中，有用信

号可以用较大的小波系数表示，噪声信号则相反，用
较小的小波系数表示，那么通过设置一个合理的阈

值，就可以将较小的小波系数滤除，保留较大的小波

系数，从而实现对噪声信号的抑制［７］ ．这种方法的难

点就在阈值的选取上，由于阈值选择的固定性限制

了小波方法的自适应性，所以小波去噪对多变信号

的处理效果就较差［８］ ．
为了克服小波阈值滤波的缺陷，稀疏分解去噪

方法被提出并受到广泛关注．稀疏分解去噪主要原



理是干净信号通过提升小波正变换后，得到的各个

尺度下的小波系数都较小，也就是说小波系数是稀

疏的；而当信号中含有噪声时，得到的小波系数中含

有的较大幅值的小波系数就会变多，换言之，小波稀

疏的稀疏性随之降低［９］ ．所以，利用稀疏分解理论对

非稀疏小波系数进行稀疏性恢复，可以达到去噪的

目的．
恢复小波系数稀疏性过程中所采用的算法对于

恢复后的系数的稀疏度有很大的影响，文献［１０ －
１４］ 采 用 贪 婪 算 法 中 的 正 交 匹 配 追 踪 算 法

（ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｍａｔｃｈｉｎｇ ｐｕｒｓｕｉｔ， ＯＭＰ），取得较好的效

果．文献［１５］采用凸松弛方法中的基追踪算法（ｂａｓｉｓ
ｐｕｒｓｕｉｔ， ＢＰ），也验证了稀疏分解去噪方法的优势．
本文采用的梯度投影算法（ｇｒａｄｉｅｎｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ， ＧＰ）
是凸松弛算法中的一种，相对于贪婪算法，此种算法

具有全局最优解，而相对于基追踪算法运算效率

更高．

１　 ＭＥＭＳ 陀螺仪数学模型

低精度的 ＭＥＭＳ 陀螺仪输出模型可描述如下：
Ｗ（ ｔ） ＝ ω（ ｔ） ＋ ω０ ．

式中：Ｗ（ ｔ）为输出信号，ω０ 为漂移，° ／ ｓ．
ＭＥＭＳ 陀螺仪的漂移通常包括：常值漂移、周期

漂移和白噪声．由于 ＭＥＭＳ 陀螺仪性能较传统陀螺

仪性能普遍不高，通常在连续工作时间较短的场合

得到广泛应用，那么对其短时漂移特性的研究就显

得更为重要，根据其短时漂移强周期性和规律性的

特点，可以将其漂移的模型描述如下：
ω０ ＝ εｂ ＋ Ωｄｓｉｎ（２πｆｄ ＋ θ０） ＋ ｎ（ ｔ） ．

式中：εｂ 为陀螺仪的零偏，短时间内可以近似为一

个常数；Ωｄ 为周期分量的幅值；ｆｄ 为周期分量的频

率；θ０ 则为初始相位；ｎ（ ｔ）为零均值高斯白噪声．

２　 稀疏分解去噪与提升小波变换基本理论

２．１　 稀疏分解去噪的数学模型

本文先对一维信号进行研究，将信号和噪声的

关系表示如下：
ｙ ＝ ｓ ＋ ｎ．

式中：ｓ 为有用信号；ｎ 为高斯白噪声；ｙ 为带噪信号．
ｙ、ｓ、ｎ 分别为一维实向量，且长度是 Ｍ，假设 ｎ ～
Ｎ（０，σ２）．

本文可以用下式来表示对 ｙ 的稀疏分解

ｙ ＝ ｓ ＋ ｎ ＝ Ａｘ ＋ ｎ， （１）
假设 ｎ＝Ａｚ，则式（１）可以表示为

ｙ ＝ ｓ ＋ ｎ ＝ Ａ（ｘ ＋ ｚ） ．
　 　 值得注意的是，有用信号 ｓ 在 Ａ 上的分解系数

ｘ 是稀疏的，或者说系数中的非零系数只有 Ｋ 个，而
噪声信号 ｎ 在 Ａ 上的分解系数 ｚ 是非稀疏的，而且

非零的稀疏分布在整个域．本文要做的就是首先得

到 ｙ 在 Ａ 上的分解系数，然后将其中幅值较大的 Ｋ
个系数选取出来，最后利用这 Ｋ 个系数所对应的原

子的线性组合来近似本文需要的有用信号 ｓ．
假设 ｎ 满足 ｎ ２≤ε，本文可以将无噪情况下

的稀疏分解的数学描述（Ｐ０）改写成带噪情况下的

变体，如
（Ｐ０，δ）：ｍｉｎ

ｘ
ｘ ０ ｓ．ｔ． ｙ － Ａｘ ２ ≤ δ．

　 　 注意到，（Ｐ０，０）≡（Ｐ０），进而，如果假设 δ≥ε ＝

ｙ－ｓ ２ 时，式（Ｐ０，δ）问题存在稀疏解 ｘ＾ ，那么该稀疏

解满足 ｘ＾ ０≤ ｘ０ ０，其中ｘ０ 是干净信号 ｓ 的稀疏分

解结果，由下式来解释上述内容，即
ｘ＾ ０ ＝ ｓｐａ（Ｐ０，δ） ≤ ｓｐａ（Ｐ０，ε） ≤ ｘ０ ｏ， （２）

式中，ｓｐａ（·）为问题的稀疏解．
从式（２）可以看出想要（Ｐ０，δ）满足条件很困难，

所以本文要解决这个问题，就需要寻求其他的表达

方式，也就是基于 ｌ０ 范数的（Ｐ０，δ）问题的变体．
２．２　 提升小波变换

提升小波变换是基于提升方案的小波变换．由于

提升小波只在时域上进行分析，而且它的反变换具有

简单直接和高效等优点，所以本文采用这种变换方

式．正向变换的过程包括分解、预测和更新．反向变换

则相反，正向变换和反向变换的步骤如图 １ 所示．
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图 １　 提升小波变换分解与重建
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　 　 本文采取的是 ５ ／ ３ 提升小波变换，其中正反变

换的公式如下：

ｘ（２ｎ） ＝ ｃ（ｎ） － ｄ（２ｎ） ＋ ｄ（２ｎ ＋ ２） ＋ ２
４

é

ë
êê

ù

û
úú ，

ｘ（２ｎ ＋ １） ＝ ｄ（ｎ） ＋ ｘ（２ｎ） ＋ ｘ（２ｎ ＋ ２） ＋ ２
２

é

ë
êê

ù

û
úú ；

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　
ｄ（ｎ） ＝ ｘ（２ｎ ＋ １） － ｘ（２ｎ） ＋ ｘ（２ｎ ＋ ２）

２
é

ë
êê

ù

û
úú ，

ｃ（ｎ） ＝ ｘ（２ｎ） ＋ ｄ（ｎ） ＋ ｄ（ｎ － １） ＋ ２
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３　 基于梯度投影的稀疏分解算法（ｇｒａｄｉｅｎｔ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｐａｒｓｅ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ，ＧＰＳＲ）

　 　 对于稀疏分解去噪与提升小波变换基本理论所

述的（Ｐ０，δ）问题，考虑凸优化方法，用 ｌ１ 范数代替 ｌ０
范数，即有

（Ｐ１，δ）：ｍｉｎ
ｘ

ｘ １ ｓ．ｔ． ｙ － Ａｘ ２ ≤ δ， （３）

求解 （Ｐ１，δ ） 问题，可以将其与基追踪去噪 （ ｂａｓｉｓ
ｐｕｒｓｕｉｔ ｄｅｎｏｉｓｉｎｇ， ＢＰＤＮ）算法关联起来，并修改式

（３）如下

（Ｐ′１，λ）：ｍｉｎ
ｘ

ｘ １ ＋ ｙ － Ａｘ ２
２ ／ λ，

此式是一个拉格朗日优化问题，令参数 λ ＝λ（ｙ，δ），
则（Ｐ１，δ）与（Ｐ′１，λ（ｙ，δ） ）的解相同．由于该问题采用一

般方法计算量非常大，所以本文引入梯度投影思想

来简化计算，提高运算效率．
首先，（Ｐ１，δ）问题可得变式如下：

ｍｉｎ
ｘ

１
２

ｙ － Ａｘ ２
２ ＋ τ ｘ １，

　 　 　 ｘ ∈ Ｒｎ，ｙ ∈ Ｒｋ ．
（４）

式中，Ａ 为一个 ｋ×ｎ 矩阵，而 τ 为非负参数，ｙ＝Ａｘ＋ｎ．
为求解此问题，通过引入向量 ｕ，ｖ 对 ｘ 做如下

替换：
ｘ ＝ ｕ － ｖ，ｕ ≥ ０，ｖ ≥ ０．

式中，ｕｉ ＝ （ｘｉ） ＋，ｖｉ ＝ （－ｘｉ） ＋，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，（·） ＋表

示正部运算符，（ｘ） ＋ ＝ ｍａｘ｛０，ｘ｝，由此，本文可得：
ｘ １ ＝ １Ｔ

ｎｕ＋１Ｔ
ｎｖ，１ｎ ＝ １，１，…，１[ ] Ｔ ．

那么，问题（４）可被转换成一个带约束的二次

线性规划问题如下：

ｍｉｎ
ｕ，ｖ

１
２

ｙ － Ａ（ｕ － ｖ） ２
２ ＋ τ１Ｔ

ｎｕ ＋ τ１Ｔ
ｎｖ，

ｓ．ｔ． ｕ ≥ ０，
　 　 ｖ ≥ ０．

（５）

　 　 问题（５）又可以写成如下的标准形式：

ｍｉｎ
ｚ

ｃＴｚ ＋ １
２

ｚＴＢｚ ≡ Ｆ（ｚ），

ｓ．ｔ． ｚ ≥ ０．
（６）

其中：
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　 　 表面看来，转化后的问题维数是问题（４）的 ２
倍，而实际上这种维数上的增大对于问题求解影响

很小．由式（７）可以得到
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那么本文要计算 Ｂｚ 只需要计算向量 ｕ－ｖ 和ＡＴＡ．
由式（６）得其投影为

ÑＦ（ｚ） ＝ ｃ ＋ Ｂｚ，
那么，ÑＦ（ｚ）的计算只需要 Ａ 和ＡＴ 的乘法运算（假
设 ｃ 在算法之前已经计算）．

亦可由式（８）得ｚＴＢｚ 如下

ｚＴＢｚ ＝ （ｕ － ｖ） Ｔ ＡＴＡ（ｕ － ｖ） ＝ Ａ（ｕ － ｖ） ２
２，

由于 Ｆ（ｚ）＝ ｃＴｚ＋ １
２
ｚＴＢｚ，那么可以看出计算 Ｆ（ ｚ）也

只需要对 Ａ 进行乘法运算即可．
本文将描述使用 ＧＰ 算法求解该问题具体

步骤：
在 ＧＰ 算法中通过迭代来确定 ｋ．
首先，选择标量参数 α（ｋ） ＞０，并令

ｗ（ｋ） ＝ （ｚ（ｋ） － α（ｋ） ÑＦ（ｚ（ｋ））） ＋ ．
　 　 然后，选择参数 λ（ｋ）∈［０，１］，令

ｚ（ｋ＋１） ＝ ｚ（ｋ） ＋ λ（ｋ）（ｗ（ｋ） － ｚ（ｋ）） ．
　 　 再定义向量ｇ（ｋ）如下：

ｇ（ｋ） ＝
（ÑＦ（ｚ（ｋ））） ｉ，ｚ（ｋ）ｉ ＞ ０ ｏｒ （ÑＦ（ｚ（ｋ））） ｉ ＜ ０；
０， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ．{

　 　 并选择 α０ 的初始值为

α０ ＝ ａｒｇｍｉｎ
α

Ｆ（ｚ（ｋ） － α ｇ（ｋ）） ．

　 　 具体计算过程如下：

α０ ＝ （ｇ（ｋ）） Ｔ ｇ（ｋ）

（ｇ（ｋ）） ＴＢ ｇ（ｋ） ． （９）

　 　 那么，ＧＰ 算法解决此问题的具体过程如下．
Ｓｔｅｐ １（初始化） 　 给定ｚ０，选择参数 β∈（０，１）

和 μ∈（０， １
２
），并设定 ｋ＝ ０．

Ｓｔｅｐ ２　 通过式（９）计算 α０，并用 ｍｉｄ（αｍｉｎ，α０，
αｍａｘ）替换 α０ ．其中［αｍｉｎ，αｍａｘ］是本文为了防止 α０ 的

值过大或过小而定义的一个区间，０＜αｍｉｎ ＜α０ ＜αｍａｘ，
而 ｍｉｄ（αｍｉｎ，α０，αｍａｘ）则是 α０，αｍｉｎ，αｍａｘ３ 个元素的

中间值．
Ｓｔｅｐ ３（回溯行搜索法）　 选择 αｋ 作为序列 α０，
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βα０，β２α０，…的第 １ 个数，那么就有

Ｆ（（ｚ（ｋ） － α（ｋ） ÑＦ（ｚ（ｋ））） ＋）） ≤

Ｆ（ｚ（ｋ）） － μ ÑＦ（ｚ（ｋ）） Ｔ（ｚ（ｋ） － α（ｋ） ÑＦ（ｚ（ｋ））） ＋），

并令ｚ（ｋ＋１）＝ （ｚ（ｋ） －α（ｋ） ÑＦ（ｚ（ｋ））） ＋ ．
Ｓｔｅｐ ４　 进行收敛性测试，如果满足那么就在

ｚ（ｋ＋１）处终止算法，否则令 ｋ←ｋ＋１，并回到 Ｓｔｅｐ ２．
基于上述分析，可以得出利用稀疏分解和提升

小波变换求解此问题的算法流程如图 ２ 所示．

输入信
号x(t)

提升小波正变换

选择随机矩阵A

GP算法求最稀疏解

提升小波反变换

去噪后的
信号x(t)

yj=Axj+n yj

xj

xj^

图 ２　 算法流程

Ｆｉｇ．２　 Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ

４　 实验与分析

　 　 将 ＭＥＭＳ 陀螺仪 ＡＤＸＲＳ３００ 放置于安装在隔

离地基的温控转台上，使用 ＰＣ１０４ 工控机对输出数

据进行采集处理．
待陀螺仪工作一段时间，输出稳定后，以２００ Ｈｚ

的采样频率采集一组 ＭＥＭＳ 陀螺仪 ＡＤＸＲＳ３００ 的

静态数据，作为陀螺仪随机漂移的时间序列．取该时

间序列中长度为 ３ ６００ 的一段序列作为实验数据．然
后分别采用本文方法和小波软阈值滤波方法对陀螺

仪输出信号进行处理，然后比较两种方法的去噪效

果．本文采用了 ｄｂ４ 作为小波基，对输出信号进行 ３
尺度分解， 小波软阈值滤波方法选用了 “ Ｂｉｒｇｅ
Ｍａｓｓａｒｔ”阈值．

对采集的数据分别用两种方法进行处理的结果

如图 ３、４ 所示．
从图 ３、４ 可以看出，相对于小波阈值去噪方法，

使用本文方法处理后的信号幅值下降更明显．另外，
利用本文方法进行处理后的信号毛刺更少，也就是

说处理后信号的零偏稳定性更好．
为更好的验证本文所提出去噪方法在 ＭＥＭＳ

陀螺信号处理中的可行性，设计了相应的跑车试验，
具体 试 验 条 件 描 述 如 下： 将 ＭＥＭＳ 陀 螺 仪

ＡＤＸＲＳ３００ 固定放置在车载平台上，并使用 ＰＣ１０４
工控机对输出信号进行实时采集．实验的流程为先

１５０ ｓ 预热，然后 ２００ ｓ 的跑车，跑车路段包括直线和

弯道，且不保持匀速行驶．
选择一组实地跑车实验中的 ＭＥＭＳ 陀螺仪数

据，分别使用本文方法和小波阈值去噪方法对其进

行分析处理．为了定量分析此两种方法的性能，选择

均方差和信噪比两项指标来衡量其去噪效果．由均

方差和信噪比的定义可知，同一信号去噪处理后，均
方差越小，信噪比越大则去噪效果越好．

ＭＳＥ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ ｑ
（ｘ（ ｉ） － ｘ＾ （ ｉ）） ２ ，

ＳＮＲ ＝ １０ｌｇ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ｘ（ ｉ）） ２ ／∑

Ｎ

ｉ ＝ １
（ｘ（ ｉ） － ｘ＾ （ ｉ）） ２[ ] ．

　 　 处理结果见表 １．
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图 ３　 小波滤波去噪效果

Ｆｉｇ．３　 Ｄｅｎｏｓｉｎｇ ｅｆｆｅｃｔ ｗｉｔｈ ｗａｖｅｌｅｔ ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ ｄｅ⁃ｎｏｓｉｎｇ

·３６·第 １０ 期 孙田川，等：一种新的 ＭＥＭＳ 陀螺仪信号去噪方法



0.10

0.05

0

-0.05

-0.10
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3600

信号序列n

随
机
漂
移
/((
?)
?s

-1
)

0.05

0

-0.05

-0.100 500 1000 1500 2000 2500 3000 3600
信号序列n

随
机
漂
移
/((
?)
?s

-1
)

原始信号

重构信号

图 ４　 本文方法去噪效果

Ｆｉｇ．４　 Ｄｅｎｏｓｉｎｇ ｅｆｆｅｃｔ ｗｉｔｈ ｎｅｗ ｍｅｔｈｏｄ
表 １　 去噪处理结果

Ｔａｂ．１　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｇｎａｌ ｐｒｏｃｅｓｓｅｄ

去噪方法 ＳＮＲ ／ ｄＢ ＭＳＥ ／ １０－４

小波阈值法 ６４．８５６ ４ ３．３５８ ９
本文方法 ７０．３６９ ５ ３．０１２ ５

　 　 从表 １ 中可以看出，本文方法处理后的 ＭＥＭＳ
陀螺输出信号，无论是信噪比还是均方差都优于小

波阈值去噪法．
图 ５ 是本文所使用的梯度投影算法与基追踪算

法及 ｌ１＿ｌｓ 算法在解决此类问题时性能的对比图．由
图 ５ 可以看出梯度投影算法更稳定，且达到收敛所

需迭代次数更少．
由于 ＯＭＰ 并不是和 ＧＰ 同类型的凸松弛方法，

不是带约束的线性规划问题，也就不存在目标函数，
所以不能以目标函数收敛所需时间和迭代次数作为

指标和 ＧＰ 对比．所以为充分对比这两种算法的性能

如何，分别使用这两种算法稀疏重建一组信号 ｘ， ｘ
是在长度为 ｎ 的全零信号中随机插入 ｍ 个非零值得

到的仿真信号．ｙ＝Ａｘ＋Ｎ 为观测信号，Ｎ 为白噪声．
图 ６ 分别是用这两种方法对信号进行处理并达

到相同稀疏度后重构信号的 ＭＳＥ 和 ＣＰＵ 时间的对

比图．
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图 ５　 不同算法计算效率对比
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图 ６　 ＧＰ 与 ＯＭＰ 性能对比

Ｆｉｇ．６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｖｅｒａｇｅ ＭＳＥ ａｎｄ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ＧＰ ａｎｄ ＯＭＰ
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　 　 从图 ６ 中可以看出：当信号 ｘ 的稀疏度比较小

（ｘ 中的非零元素个数 ｍ＞２２０）时，采用 ＧＰ 算法处

理后的信号的 ＭＳＥ 更小，而且很明显 ＧＰ 的速度比

ＯＭＰ 要快（除了 ｍ＜５０ 这种极端的情况）．
而在分别使用这两种方法对本文实测静态数据

进行处理时，所需要的 ＣＰＵ 时间分别为： ｔＧＰＳＲ ＝
１．２４８ ０ ｓ，ｔＯＭＰ ＝ １２．２１４ ９ ｓ，可见 ＧＰ 方法还是明显

要快于 ＯＭＰ 算法．

５　 结　 论

１）本文将稀疏分解与提升小波变换相结合，并
采用梯度投影算法恢复信号的稀疏性，进而提出了

基于梯度投影的改进稀疏分解去噪算法，并用于

ＭＥＭＳ 陀螺信号的处理．
２）本文算法与小波软阈值滤波方法对比结果

表明，本文算法在动静态条件下都可以有效地去除

ＭＥＭＳ 陀螺仪输出信号中的噪声，尤其是在静态条

件下的去噪效果要明显优于小波阈值滤波方法．
３） 本文采用的梯度投影算法与正交匹配追踪

算法和基追踪算法的对比结果表明，梯度投影算法

具有更高的运算效率，适合在线滤波，同时具有良好

的稳定性和全局优化能力．
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