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轴系倾角回转误差中一次谐振的分离方法
霍　 炎， 任顺清

（哈尔滨工业大学 空间控制与惯性技术研究中心，哈尔滨 １５００８０）

摘　 要： 为更加准确地评定轴系的倾角回转误差，首先推导了轴系倾角回转误差、平面反射镜和自准直仪的安装误差与自准

直仪测量数据之间的关系，指出平面反射镜的安装误差在自准直仪的二维读数中为正交一次谐波，然后分析了一次谐振运动

误差的形成机理，其在自准直仪的读数中表现为同相一次谐波．针对二维数据中的一次谐波，设计了同相和正交一次谐波的分

离方法，扣除了由平面反射镜的安装误差引起的正交一次谐波误差，保留了轴系倾角回转误差中的一次谐振成分，从而改进

了轴系倾角回转误差的数据处理方法．最后，通过改变平面反射镜的安装误差，并且对同一轴系的倾角回转误差进行测试，实
验结果表明，从两次测试数据中所分离出来的一次谐振误差具有一致性，从而证明了该分离方法的正确性．并且在数据处理过

程中只扣除了平面反射镜安装误差引起的正交一次谐波，保留了同相的一次谐振误差项．从最终实验数据可以看出改进后的

倾角回转误差数据处理方法更加的合理和精确．
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　 　 轴系的倾角回转误差对于机床上零件的加工精

度，转台上的综合指向精度等关键技术指标有着重

要影响，一些精密设备比如圆度仪、超精密机床等具

有极高的回转精度要求，所以研究轴系倾角回转误

差的测试评定方法有着重要的意义．其中，运用数学

解析法描述各个轴系的倾角回转误差，并理清这些

误差在系统中的传递过程是十分有意义的工作．国
内外有很多评定轴系倾角回转误差的文献，文

献［１－５］对轴系倾角回转误差的形成机理进行深入

的剖析，但均没有考虑轴系的一次谐振运动对轴系

倾角回转误差的影响．文献［６］运用谐波分析的方法

分析了轴系的倾角回转误差，并将影响回转精度的

误差源归结为机械零件的制造误差，刚度不足引起

的主轴轴系变形，以及零部件的装配误差，而没有对

轴系的运动机理进行深入剖析．文献［７］在分析主轴

误差信号的基础上，提出了有效分离安装偏心的方

法，从而开发出一种测试结果与偏心无关的测试方



法，但其同样没有细致分析轴系一次谐振运动．文献

［８］提出一次分量中主轴一次误差运动应当分为

“一次圆周误差运动”和“一次直线误差运动”两类．
通过理论分析及传感器的改进，可消除一次分量而

不影响测量精度．文献［９］从补偿运动机理角度分析

了主轴回转误差与加工系统之间的动态相互作用．
文献［１０］设计和验证主轴运动误差分离技术具有

亚纳米测量不确定度．文献［１１］介绍了 ５ 自由度模

型并分析了主轴轴承的加工误差，包括标准圆柱与

轴的同心度误差．文献［１２］介绍了在主轴回转误差

测试过程中，如何消除标准圆柱的安装偏心误差．文
献［１３］介绍了消除实验数据中安装偏心的方法，测
量系统实现了对高精度静压主轴回转误差和圆度的

精确测量．文献［１４］为了实现对超精密机床主轴回

转误差的在线测试与评价，建立了纳米级在线测试

与评价系统，并对该系统所采用的测试仪器“干扰

抑制”数据处理与指标评价方法进行了研究．文献

［１５］说明主轴的回转误差受转速的影响，在空载高

速运转状态下较明显，需根据实际零件加工精度需

要，选择合适的加工速度．文献［１６］以数控机床静压

气体轴承的主轴系统为研究对象，设计了以静压气

体轴承为主承载元件，主动磁轴承为辅助元件的主

轴系统结构，利用主动磁轴承的可控性设计了回转

误差的控制和补偿方法，提高了主轴的回转精度．文
献［１７］深入分析了测试数据中一次谐波项，得出了

测试数据的一次谐波项是由两个垂直方向的相位相

同一次谐波和相位正交的一次谐波叠加而成，相位

正交的一次谐波为平面反射镜的安装偏差，而相同

相位的一次谐波为轴系的一次谐振运动，前者在计

算轴系倾角回转误差时应予以扣除，而后者为主轴

运动本身所有，应当予以保留．但其没有进一步对轴

系一次谐振运动进行分离处理，传统上的数据处理

方法是把所有的一次谐波全部扣除掉，其实并不准

确，因为它忽略了轴系一次谐振运动误差是轴系倾

角回转误差的一部分．本文将以自准直仪－平面反射

镜法测量轴系的倾角回转误差为例，将自准直仪的

二维测量数据中的一次谐波进一步分解为轴系一次

谐振运动所产生一次谐波和平面反射镜的安装误差

所造成的一次谐波两个部分，并有效保留了轴系的

一次谐振运动误差，从而更加准确地评估轴系的倾

角回转误差．

１　 轴系倾角回转误差的测试方法

本文首先建立了与自准直仪、轴套、主轴和平面

反射镜固联的坐标系，并考虑自准直仪和平面反射

镜的安装误差，回转轴系相对于轴套的倾角回转误

差，将推导平面反射镜坐标系与基准坐标系之间的

姿态关系，进而导出自准直仪测量读数与上述安装

误差以及轴系角位置的关系．
基准坐标系 ｏ０ｘ０ｙ０ｚ０ 固联在自准直仪上，如图 １

所示，ｏ０ｚ０ 与自准直仪的光轴一致，ｏ０ｙ０ 朝上，ｏ０ｘ０

由右手定则确定．
y2 y1 y3 y0 x0x1x2 x3

z1 z0z2 z3o1o2 o3 o0

主轴 轴套 平面反射镜 自准直仪

图 １　 自准直仪－平面反射镜法测量轴系的倾角回转误差
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　 　 轴套坐标系 ｏ１ｘ１ｙ１ｚ１ 的 ｏ１ｚ１ 轴与 ｏ０ｚ０ 轴的夹角

为 Δβ，它是自准直仪的安装误差，其中 ｏ１ｚ１ 是轴系

的平均回转轴线，轴套坐标系可以认为是绕基准坐

标系的 ｏ０ｘ０ 轴旋转 Δβｘ，再绕 ｏ０ｙ０ 轴旋转 Δβｙ 形成．
轴套坐标系相对于基准坐标系的姿态矩阵为

Ｔ０
１ ＝ Ｒｏｔ（ｘ０，Δβｘ）Ｒｏｔ（ｙ０，Δβｙ） ．

　 　 主轴坐标系 ｏ２ｘ２ｙ２ｚ２ 是在轴套坐标系 ｏ１ｘ１ｙ１ｚ１
的基础上绕轴 ｏ１ｘ１ 旋转 Δαｘ（γ），再绕轴 ｏ１ｙ１ 旋转

Δαｙ（γ），最后绕 ｚ 轴旋转 γ 形成，Δαｘ（γ）、Δαｙ（γ）
就是主轴轴系处于 γ 角位置时的二维倾角回转误

差，主轴坐标系相对于轴套坐标系的姿态矩阵为

Ｔ１
２ ＝ Ｒｏｔ（ｘ１，Δαｘ（γ））Ｒｏｔ（ｙ１，Δαｙ（γ））Ｒｏｔ（ ｚ１，γ） ．

　 　 平面反射镜坐标系 ｏ３ｘ３ｙ３ｚ３ 固联于平面反射镜

上，它是考虑平面反射镜对于主轴几何轴线的二维

垂直度 Δβｘ２、Δβｙ２形成的．平面反射镜坐标系相对于

主轴坐标系的姿态矩阵为

Ｔ２
３ ＝ Ｒｏｔ（ｘ２，Δβｘ２）Ｒｏｔ（ｙ２，Δβｙ２） ．

　 　 上述 Ｒｏｔ（）函数的定义见文献［１］．根据坐标系

之间的姿态传递关系，平面反射镜坐标系相对于基

准坐标系的姿态矩阵为

·４８· 哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 ４９ 卷　



Ｔ０
３ ＝ Ｔ０

１ Ｔ１
２ Ｔ２

３ ＝
ｈ１１ ｈ１２ ｈ１３

ｈ２１ ｈ２２ ｈ２３

ｈ３１ ｈ３２ ｈ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

．

　 　 根据姿态矩阵的定义，Ｔ０
３ 中的 ｈ１３为 ｏ０ｘ０ 轴与

平面镜法线 ｏ３ｚ３ 夹角的余弦，因为这个始终夹角接

近 ９０ °，比如夹角为 ９０ °-Dθ，则 ｃｏｓ （９０° －Δθ） ＝
ｓｉｎΔθ≈Δθ，所以 ｈ１３ 为 ｏ０ｘ０ 轴与平面反射镜法线

ｏ３ｚ３ 的垂直度，也是自准直仪在 ｏ０ｘ０ 方向上的读数；
同理分析Ｔ０

３ 中的 ｈ２３就是自准直仪在 ｏ０ｙ０ 方向上的

读数．如果采取等间隔 ｎ 点采样，取 γｉ ＝
２πｉ
ｎ

为：

ｆｘ（γ ｉ） ＝ ｈ１３ ＝ Δβ ｙ２ｃｏｓ γ ｉ ＋ Δβ ｘ２ｓｉｎ γ ｉ ＋ Δβ ｙ ＋
Δａｙ（γ ｉ）， （１）

ｆｙ（γ ｉ） ＝ ｈ２３ ＝ Δβ ｙ２ｓｉｎ γ ｉ － Δβ ｘ２ｃｏｓγ ｉ － Δβ ｘ －
Δα ｘ（γ ｉ） ． （２）

　 　 由式（１）、（２）可以看出主轴轴线和自准直仪的

光轴的平行度 Δβｘ、Δβｙ 表现为常数项，镜面与主轴

轴线的垂直度 Δβｘ２、Δβｙ２表现为一次谐波项．如果将

这 ４ 个参数从自准直仪的二维测量读数中分离出来

并加以扣除，即可得出轴系的倾角回转误差．
从式（１）、（２）可知平面反射镜安装误差 Δβｘ２、

Δβｙ２产生的一次谐波相位相差 ９０°，但由于轴系本身

存在一次谐振运动，也就是 Δαｘ（γ）、Δαｙ（γ）中也含

有一次谐波成分，将导致式 （ １）、 （ ２） 中 ｆｘ （ γｉ ）、
ｆｙ（γｉ）一次谐波的相位差不可能是 ９０°，在实际的数

据处理过程中是对它们进行分别处理，即将式（１）、
（２）写成下式：

ｆｘ（γｉ） ＝ Δθｘｌｃｃｏｓ γｉ ＋ Δθｘｌｓｓｉｎ γｉ ＋ ｆｘ ＋ Δｆｘ（γｉ），

ｆｙ（γｉ） ＝ Δθｙｌｃｃｏｓ γｉ ＋ Δθｙｌｓｓｉｎ γｉ ＋ ｆｙ ＋ Δｆｙ（γｉ），
式中，Δｆｘ（γｉ）、Δｆｙ（γｉ） 分别为 ｘ、ｙ 方向回转误差的

二次及二次以上谐波．
平均值的求法：

ｆｘ ＝
１
ｎ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
ｆｘ（

２πｉ
ｎ

），　 ｆｙ ＝
１
ｎ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
ｆｙ（

２πｉ
ｎ

） ． （３）

　 　 一次谐波项幅值求法：

Δθｘｌｃ ＝
２
ｎ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
ｆｘ（γｉ）ｃｏｓ γｉ ≠ Δβｙ２，

Δθｘｌｓ ＝
２
ｎ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
ｆｘ（γｉ）ｓｉｎ γｉ ≠ Δβｘ２； （４）

Δθｙｌｓ ＝
２
ｎ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
ｆｙ（γｉ）ｓｉｎ γｉ ≠ Δβｙ２，

Δθｙｌｃ ＝
２
ｎ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
ｆｙ（γｉ）ｃｏｓ γｉ ≠－ Δβｘ２ ． （５）

　 　 式（４）、（５）中的系数包含了平面反射镜的安装

误差和轴系的一次谐振运动误差．如果倾角回转误

差 Δαｘ（γ）、Δαｙ（γ）中不含有一次谐波项，则式（４）、
（５）中的不等号可改为等号．

传统的数据处理方法是扣除式（３） ～ （５）中有

关系数的一次谐波和均值后得到倾角回转误差为：

Δｆｘ（γｉ） ＝ ｆｘ（γｉ） － Δθｘｌｃｃｏｓ γｉ － Δθｘｌｓｓｉｎ γｉ － ｆｘ，
（６）

Δｆｙ（γｉ） ＝ ｆｙ（γｉ） － Δθｙｌｃｃｏｓ γｉ － Δθｙｌｓｓｉｎ γｉ － ｆｙ，
（７）

则合成后的倾角回转误差为

Δｆｘｙ（γｉ） ＝ Δｆ２ｘ（γｉ） ＋ Δｆ２ｙ（γｉ） ． （８）
　 　 而式（６）、（７）相当于将轴系倾角回转误差中的

一次谐波当作平面反射镜的安装误差而进行了消

偏，忽略了轴系的一次谐振运动，用这种传统的数据

处理方法评估轴系倾角回转误差是不准确的．

２　 轴系运动误差的一次谐振运动

２．１　 一次谐振运动产生的主要因素

轴系误差运动中形成一次谐振的主要原因是轴

系回转时结构和元件的振动因素，例如由于回转主

轴质量不均匀引起的结构强迫振动，从而在测试方

向上可能存在频率与转速一致的振动分量，其运动

形式是一次频率直线简谐运动，它与测量标准件安

装误差所造成的一次频率的圆周运动叠加后构成总

体的一次谐波，如果轴系不存在其他误差运动，则其

运动轨迹为一个椭圆．
２．２　 一次谐振运动的特点

如图 ２ 所示，轴系一次谐振运动相当于主轴以

角速率 ω０ 转动的同时又在一定的小角度范围内进

行摆动，设摆动角范围为 ２Ａ，如果摆动方向与 ｘ 轴

正向夹角为 λ，则在自准直仪两个方向的读数为：
ｘ（ ｔ） ＝ Ａｃｏｓ λｓｉｎ（ω０ ｔ ＋ α），
ｙ（ ｔ） ＝ Ａｓｉｎ λｓｉｎ（ω０ ｔ ＋ α），

y

谐振方向

λ
ω0

主轴

轴孔

2A

x

图 ２　 轴系的转动方向与一次谐振运动方向
Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｈａｆｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ

ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｈａｆｔ
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式中 ｘ（ ｔ）、ｙ（ ｔ）是完全相关且相位一致，幅值是由

摆幅范围 Ａ 和谐振方位角 λ 共同决定的．
ｙ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）ｔａｎ λ． （９）

y

N

M

λ

x

图 ３ 轴系一次谐振运动的分解

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｍｏｔｉｏｎ
ｏｆ ｔｈｅ ｓｈａｆｔ

２．３　 一次谐振运动的分离

式（１０）、（１１）中一次谐波的 Ｌｉｓｓａｊｏｕｓ 图如图 ３
所示，其中线段 ＭＮ 表示轴系的一次谐振运动，圆周

表示轴系上平面反射镜的安装误差．而椭圆就是上

述两者的合成，其代表了自准直仪测量回转轴系的

实际数据轨迹．下面内容阐述的是将自准直仪二维

测量数据中的一次谐波分离成两个部分，分别为正

交的和同相的一次谐波．
椭圆的参数方程为：

ｇｘ（γｉ） ＝ Δθｘｌｃｃｏｓ γｉ ＋ Δθｘｌｓｓｉｎ γｉ， （１０）
ｇｙ（γｉ） ＝ Δθｙｌｃｃｏｓ γｉ ＋ Δθｙｌｓｓｉｎ γｉ ． （１１）

　 　 椭圆上的点到平均回转轴线距离的平方为：
ｓ ＝ ｇ２

ｘ（γ） ＋ ｇ２
ｙ（γ），

ｓ ＝ １
２
（Δθ２

ｘｌｃ ＋ Δθ２
ｘｌｓ ＋ Δθ２

ｙｌｃ ＋ Δθ２
ｙｌｓ） ＋ １

４
（Δθ２

ｘｌｃ ＋ Δθ２
ｙｌｃ － Δθ２

ｘｌｓ － Δθ２
ｙｌｓ）２ ＋ ΔθｘｌｃΔθｘｌｓ ＋ ΔθｙｌｃΔθｙｌｓ( ) ２ ｓｉｎ（２γ ＋ β），

其中 ｔａｎ β 的表达式为

ｔａｎ β ＝
Δθ２

ｘｌｃ ＋ Δθ２
ｙｌｃ － Δθ２

ｘｌｓ － Δθ２
ｙｌｓ

２（ΔθｘｌｃΔθｘｌｓ ＋ ΔθｙｌｃΔθｙｌｓ）
．

　 　 从图 ３ 可知，点 Ｍ、Ｎ 到椭圆中心的距离最大，

令 ２γ＋β ＝ π
２
，得 γ ＝ π

４
－ β
２

，此时 ｓ 到达最大值，由

式（９）知轴系一次谐振运动的方位角为

λ ＝ ａｒｃｔａｎ
ｇｙ（

π
４

－ β
２
）

ｇｘ（
π
４

－ β
２
）
．

　 　 轴系一次谐振运动的参数方程表示为：
ｌｘ（γｉ） ＝ （ｅｘｃｏｓ γｉ ＋ ｅｙｓｉｎ γｉ）ｃｏｓ λ，
ｌｙ（γｉ） ＝ （ｅｘｃｏｓ γｉ ＋ ｅｙｓｉｎ γｉ）ｓｉｎ λ．

　 　 上述阐述可知，平面反射镜的安装误差所造成

的圆周运动为：
　 　 　 ｈｘ（γｉ） ＝ Δθｘｌｃｃｏｓ γｉ ＋ Δθｘｌｓｓｉｎ γｉ －

（ｅｘｃｏｓ γｉ ＋ ｅｙｓｉｎ γｉ）ｃｏｓ λ， （１２）
　 　 　 ｈｙ（γｉ） ＝ Δθｙｌｃｃｏｓ γｉ ＋ Δθｙｌｓｓｉｎ γｉ －

（ｅｘｃｏｓ γｉ ＋ ｅｙｓｉｎ γｉ）ｓｉｎ λ． （１３）
　 　 由于 ｈｘ（γｉ）、ｈｙ（γｉ）是相位正交的一次谐波，参
照式（１）、（２）和式（１２）、（１３）可得：
　 　 Δθｘｌｃ － ｅｘｃｏｓ λ ＝ Δθｙｌｓ － ｅｙｓｉｎ λ ＝ Δβｙ２， （１４）
　 Δθｘｌｓ － ｅｙｃｏｓ λ ＝－ （Δθｙｌｃ － ｅｘｓｉｎ λ） ＝ Δβｘ２ ． （１５）
　 　 根据式（１４）、（１５），求解关于 ｅｘ、ｅｙ的方程组，
可得到：
ｅｘ ＝ （Δθｘｌｓ ＋ Δθｙｌｃ）ｓｉｎ λ ＋ （Δθｘｌｃ － Δθｙｌｓ）ｃｏｓ λ，

ｅｙ ＝ （ － Δθｘｌｃ ＋ Δθｙｌｓ）ｓｉｎ λ ＋ （Δθｘｌｓ ＋ Δθｙｌｃ）ｃｏｓ λ，
至此，一次谐振的参数 ｅｘ、ｅｙ以及谐振方位角 λ 均已

得出．

３　 改进的倾角回转误差模型及其数据处理

由式（１４）、（１５）以及式（１）、（２）可得：
　 　 　 Δβｙ２ ＝ （１ － ｃｏｓ２λ）Δθｘｌｃ ＋ Δθｙｌｓ ｃｏｓ２λ －

（Δθｙｌｃ ＋ Δθｘｌｓ）ｓｉｎ λｃｏｓ λ，
　 　 　 Δβｘ２ ＝ （１ － ｃｏｓ２λ）Δθｘｌｓ － Δθｙｌｃ ｃｏｓ２λ －

（ － Δθｘｌｃ ＋ Δθｙｌｓ）ｓｉｎ λｃｏｓ λ，
扣除平面反射镜的安装误差 Δβｘ２、Δβｙ２与自准直仪

的对准误差ｆｘ、ｆｙ后可得：

εｘ（γｉ） ＝ ｆｘ（γｉ） － ｆｘ － Δβｙ２ｃｏｓ γｉ － Δβｘ２ｓｉｎ γｉ，
（１６）

εｙ（γｉ） ＝ ｆｙ（γｉ） － ｆｙ － Δβｙ２ｓｉｎ γｉ ＋ Δβｘ２ｃｏｓ γｉ ．
（１７）

　 　 由式（１６）、（１７）可知，改进后的倾角回转误差

的数据处理算法只扣除了 Δβｘ２、Δβｙ２安装误差产生

的一次谐波，保留了轴系固有的一次谐振运动误差，
这种评估方法更为客观、合理和精确．

则合成后的倾角回转误差为

εｘｙ（γｉ） ＝ ε２
ｘ（γｉ） ＋ ε２

ｙ（γｉ） ， （１８）
取 εｘｙ（γｉ）的最大值作为轴系的倾角回转误差．

４　 改进后的回转误差模型的误差分析数据

通过对比同一回转轴系在不同安装误差下所计

算出的倾角回转误差数据验证该方法的正确性，见
表 １．
　 　 从表 １ 中可以看到，采用改进后的数据处理算

法即式（１８）得到实验 １ 中轴系的倾角回转误差为
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±１．０６ ²，其一次谐振运动的摆幅为－０．６４ ²～ ＋０．６４ ²，
实验 ２ 中轴系倾角回转误差为± ０．９１ ²，其一次谐振

运动的摆幅为－０．６０ ²～ ＋０．６０ ²，两次实验的一次谐

振运动的摆幅基本一致；而按照传统的数据处理算

法即式（８）得到实验 １ 的倾角回转误差为±０．６７ ²，
实验 ２ 的倾角回转误差为±０．５８ ²，所以按照传统的

数据处理方法，得到的倾角回转误差偏小，因为它把

轴系本身的一次谐振运动误差扣除掉了．从图 ４ 也

可以看出两次实验一次谐振运动的方位角基本相

同，其中实验 １ 的一次谐振直线斜率为 １．３６，而实

验 ２的一次谐振直线斜率为 １．４２，以上这些都足以

说明两次实验中轴系的一次谐振运动有着很高的重

复度．从图 ４ ～ ７ 中也可以看出轴系的倾角回转误差

和一次谐振运动的重复度很高，两次实验测试的轴

系倾角回转误差仅差 ０．１５ ²，从而验证了本文所给

出算法的正确性，同时也说明了对于回转精度高的

轴系，其一次谐振运动是不能被忽略的，从表 １ 数据

可以看出实验 １ 中一次谐振运动所占整体轴系倾角

回转误差为 ６０．４％，而实验 ２ 中一次谐振运动所占

整体轴系倾角回转误差为 ６５．９％，此轴系的一次谐

振运动误差占倾角回转误差比例较大，其在工艺上

仍有改进的空间．

表 １　 不同平面反射镜安装误差下的倾角回转误差数据

Ｔａｂ．１　 Ｔｈｅ ｗｏｂｂｌｅ ｄａｔａ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｓｔａｌｌａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｅｄ ｍｉｒｒｏｒ ａｒｃｓｅｃ（″）

序号

ｉ

实验 １ 实验 ２

ｆｘ１（γｉ） ｆｙ１（γｉ） εｘ１（γｉ） εｙ１（γｉ） εｘｙ１（γｉ） ｌｘ１（γｉ） ｌｙ１（γｉ） ｌｘｙ１（γｉ） ｆｘ２（γｉ） ｆｙ２（γｉ） εｘ２（γｉ） εｙ２（γｉ） εｘｙ２（γｉ） ｌｘ２（γｉ） ｌｙ２（γｉ） ｌｘｙ２（γｉ）

０ ２．９８ ０．７３ －０．４０ －０．０９ ０．４１ ０．０８ ０．１１ ０．１３ ０．４３ １．９７ －０．３９ －０．０５ ０．３９ ０．０６ ０．０９ ０．１１

１ ３．６８ １．５０ ０．０４ －０．２０ ０．２０ ０．１７ ０．２３ ０．２９ ０．８７ ２．１１ －０．０２ －０．１３ ０．１３ ０．１５ ０．２１ ０．２５

２ ４．１１ ２．４３ ０．４４ －０．１８ ０．４８ ０．２５ ０．３５ ０．４３ １．２１ ２．３４ ０．３１ －０．１２ ０．３３ ０．２２ ０．３１ ０．３９

３ ４．２２ ３．４４ ０．７７ －０．０７ ０．７７ ０．３２ ０．４３ ０．５４ １．４７ ２．６２ ０．６２ －０．０７ ０．６２ ０．２８ ０．４０ ０．４９

４ ３．９９ ４．５４ ０．９７ ０．２３ １．００ ０．３６ ０．４９ ０．６１ １．５２ ３．０６ ０．７７ ０．１７ ０．７９ ０．３２ ０．４６ ０．５６

５ ３．２８ ５．４８ ０．８９ ０．５０ １．０２ ０．３８ ０．５１ ０．６４ １．３９ ３．４３ ０．８０ ０．３７ ０．８８ ０．３４ ０．４９ ０．６０

６ ２．３７ ６．２０ ０．７６ ０．７４ １．０６ ０．３７ ０．５０ ０．６３ １．０６ ３．７８ ０．６６ ０．６０ ０．８９ ０．３４ ０．４８ ０．５９

７ １．１５ ６．６２ ０．４１ ０．９０ ０．９９ ０．３４ ０．４６ ０．５７ ０．６６ ４．０３ ０．４８ ０．７８ ０．９１ ０．３１ ０．４４ ０．５４

８ －０．０１ ６．６５ ０．１７ ０．９０ ０．９２ ０．２８ ０．３８ ０．４７ ０．１６ ４．０２ ０．２１ ０．７６ ０．７９ ０．２６ ０．３７ ０．４６

９ －１．２３ ６．３１ －０．１６ ０．７７ ０．７９ ０．２１ ０．２８ ０．３５ －０．３３ ３．９３ －０．０６ ０．７２ ０．７２ ０．２０ ０．２８ ０．３４

１０ －２．３６ ５．５３ －０．４８ ０．４３ ０．６４ ０．１２ ０．１６ ０．２０ －０．７８ ３．５９ －０．３１ ０．４８ ０．５７ ０．１２ ０．１７ ０．２０

１１ －３．１１ ４．４７ －０．５７ －０．０１ ０．５７ ０．０２ ０．０３ ０．０３ －１．１０ ３．１１ －０．４６ ０．１６ ０．４８ －０．０３ ０．０４ ０．０５

１２ －３．５０ ３．３３ －０．４７ －０．３７ ０．６０ －０．０８ －０．１１ ０．１３ －１．２０ ２．５８ －０．４３ －０．１８ ０．４７ －０．０６ －０．０９ ０．１１

１３ －３．５８ ２．１１ －０．２９ －０．７１ ０．７７ －０．１７ －０．２３ ０．２９ －１．１３ １．９９ －０．２９ －０．５５ ０．６３ －０．１５ －０．２１ ０．２５

１４ －３．３８ １．０３ －０．０６ －０．８７ ０．８８ －０．２５ －０．３５ ０．４３ －０．９８ １．５５ －０．１３ －０．７６ ０．７７ －０．２２ －０．３１ ０．３９

１５ －２．９９ ０．２１ ０．１１ －０．８０ ０．８１ －０．３２ －０．４３ ０．５４ －０．７８ １．３１ ０．０２ －０．７８ ０．７８ －０．２８ －０．４０ ０．４９

１６ －２．５０ －０．４８ ０．１７ －０．６９ ０．７１ －０．３６ －０．４９ ０．６１ －０．６８ １．１６ ０．０１ －０．７３ ０．７３ －０．３２ －０．４６ ０．５６

１７ －１．９６ －０．９７ ０．０８ －０．５１ ０．５２ －０．３８ －０．５１ ０．６４ －０．４７ １．１５ ０．０７ －０．５７ ０．５７ －０．３４ －０．４９ ０．６０

１８ －１．２０ －１．２２ ０．０６ －０．２８ ０．２９ －０．３７ －０．５０ ０．６３ －０．３１ １．１６ ０．０３ －０．４３ ０．４４ －０．３４ －０．４８ ０．５９

１９ －０．５２ －１．２９ －０．１３ －０．０９ ０．１６ －０．３４ －０．４６ ０．５７ －０．２１ １．３５ ０．０８ －０．１８ ０．１９ －０．３１ －０．４４ ０．５４

２０ ０．０６ －１．１６ －０．４７ ０．０７ ０．４８ －０．２８ －０．３８ ０．４７ －０．１４ １．５２ －０．２４ ０．０１ ０．２４ －０．２６ －０．３７ ０．４６

２１ ０．８８ －０．９２ －０．５４ ０．１０ ０．５５ －０．２１ －０．２８ ０．３５ －０．１３ １．７０ －０．４６ ０．１４ ０．４８ －０．２０ －０．２８ ０．３４

２２ １．５４ －０．４３ －０．６９ ０．１６ ０．７１ －０．１２ －０．１６ ０．２０ －０．０２ １．８７ －０．５５ ０．２０ ０．５９ －０．１２ －０．１７ ０．２０

２３ ２．２８ ０．１１ －０．６１ ０．０７ ０．６２ －０．０２ －０．０３ ０．０３ ０．１５ ２．００ －０．５５ ０．１８ ０．５８ －０．０３ －０．０４ ０．０５

注：ｆｘ１（γｉ）为实验 １ 自准直仪 ｘ 方向读数；ｆｙ１（γｉ）为实验 １ 自准直仪 ｙ 方向读数；εｘ１（γｉ）为实验 １ 轴系 ｘ 方向的倾角回转误差；εｙ１（γｉ）为实验 １
轴系 ｙ 方向的倾角回转误差；εｘｙ１（γｉ）为实验 １ 轴系合成后的倾角回转误差；ｌｘ１（γｉ）为实验 １ 轴系 ｘ 方向的一次谐振运动；ｌｙ１（γｉ）为实验 １
轴系 ｙ 方向的一次谐振运动；ｌｘｙ１（γｉ）为轴系合成后的一次谐振运动．同样的方式可以表示实验 ２ 的自准直仪测量读数和倾角回转误差．
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图 ４　 实验 １ 和实验 ２ 中平面镜安装偏差和一次谐振运动的
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图 ５　 实验 １ 和实验 ２ 中轴系 ｘ 方向倾角回转误差和一次谐
振运动的对比曲线
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图 ６　 实验 １ 和实验 ２ 中轴系 ｙ 方向倾角回转误差和一次谐
振运动的对比曲线
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图 ７　 实验 １ 和实验 ２ 中合成后的轴系倾角回转误差和一次
谐振运动的对比曲线

Ｆｉｇ． ７ 　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｒａｓｔ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｎｇｕｌａｒ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ
ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｍｏｔｉｏｎ ｉｎ
Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ １ ａｎｄ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ２

５　 结　 论

１）将自准直仪测试数据中的一次谐波分解为同

相和正交的一次谐波两部分，并在数据处理过程中

扣除了安装误差引起的正交一次谐波，保留了同相

的一次谐振项，使轴系倾角回转误差的数据处理方

法更加合理和精确．
２）通过改变平面反射镜的安装误差，对同一轴

系的倾角回转误差进行两次对比测试，从两组实验

数据中分离出的轴系一次谐振运动具有一致性，从
而验证了本文所给出算法的正确性．本文的方法同

样适用于径向回转误差中一次谐振的分离与测试．
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ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ ｓｅｎｓｉｎｇ［ Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，
２００９， ７８（２６７）： １５１５－ １５３６． ＤＯＩ：１０． １０９０ ／ Ｓ００２５ － ５７１８ － ０８ －
０２１８９－３．

［１２］ＤＡＵＢＥＣＨＩＥＳ Ｉ， ＤＥＦＲＩＳＥ Ｍ， ＭＯＬ Ｃ Ｄ． Ａｎ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｌｉｎｅａｒ ｉｎｖｅｒｓｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗｉｔｈ ａ ｓｐａｒｉｓｉｔｙ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｐｕｒｅ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，
２００４， ５７（１１）：１４１３－１４５７．ＤＯＩ：１０．１００２ ／ ｃｐａ．２００４２．

［１３］ＧＡＲＧ Ｒ， ＫＨＡＮＤＥＫＡＲ Ｒ． Ｇｒａｄｉｅｎｔ ｄｅｓｃｅｎｔ ｗｉｔｈ ｓｐａｒｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ：
ａｎ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｓｐａｒｓｅ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｗｉｔｈ ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ ｉｓｏｍｅｔｒｙ
ｐｒｏｐｅｒｔｙ ［ Ｃ ］ ／ ／ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ２６ｔｈ Ａｎｎｕａｌ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｍａｃｈｉｎｅ Ｌｅａｒｎｉｎｇ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ， ＮＹ： ＡＣＭ， ２００９：
３３７－３４４． ＤＯＩ：１０．１１４５ ／ １５５３３７４．１５５３４１７．

［１４］ＪＩ Ｓｈｉｈａｏ， ＸＵＥ Ｙａ， ＣＡＲＩＮ Ｌ． Ｂａｙｅｓｉａｎ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｓｅｎｓｉｎｇ［ Ｊ］ ．
ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｓｉｇｎａｌ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ， ２００８， ５６ （ ６）： ２３４６ －
２３５６． ＤＯＩ： １０．１１０９ ／ ＴＳＰ．２００７．９１４３４５．

［１５］ＢＡＲＺＩＬＡＩ Ｊ， ＢＯＲＷＥＩＮ Ｊ Ｍ． Ｔｗｏ ｐｏｉｎｔ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

［Ｊ］ ． ＩＭＡ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， １９８８， ８（１）：１４１－１４８．
ＤＯＩ： １０．１０９３ ／ ｉｍａｎｕｍ ／ ８．１．１４１．

［１６］王蓓，张根耀，李智，等． 基于新阈值函数的小波阈值去噪算法

［Ｊ］ ．计算机应用，２０１４， ３４ （ ５）： １４９９ － １５０２． ＤＯＩ：１０． １１７７２ ／
ｊ．ｉｓｓｎ．１００１－９０８１．２００４．０５．１４９９．
ＷＡＮＧ Ｐｅｉ， ＺＨＡＮＧ Ｇｅｎｙａｏ， ＬＩ Ｚｈｉ， ｅｔ ａｌ． Ｗａｖｅｌｅｔ ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ
ｄｅｎｏｉｓｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｎｅｗ ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１４， ３４ （ ５ ）： １４９９ － １５０２． ＤＯＩ： １０．
１１７７２ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．１００１－９０８１．２００４．０５．１４９９．

［１７］ＢＩＮＨＮ Ｔ， ＫＨＡＲＥ Ａ． Ｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌ ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ ｂａｓｅｄ ｉｍａｇｅ ｄｅｎｏｉｓｉｎｇ
ｉｎ ｃｕｒｖｅｌｅｔ ｄｏｍａｉｎ ［ Ｊ ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１０，
２５（３）： ６３２－６４０． ＤＯＩ：１０．１００７ ／ ｓ１１３９０－ ０１０－９３５２－ｙ．

［１８］郭海涛，赵红叶，徐雷，等． 基于循环平移和 ＤＴＣＷＴ 的声呐图像

滤波方法［ Ｊ］ ． 仪器仪表学报，２０１５，３６（６）： １３５１－ １３５６． ＤＯＩ：
１０．３９６９ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．０２５４－３０８７．２０１５．０６．０２０．
ＧＵＯ Ｈａｉｔａｏ， ＺＨＡＯ Ｈｏｎｇｙｅ， ＸＵ Ｌｅｉ， ｅｔ ａｌ． Ｓｏｎａｒ ｉｍａｇｅ ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ
ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｃｙｃｌｅ ｓｈｉｆｔ ａｎｄ ＤＴＣＷＴ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｉｎｓｔｒｕｍｅｎｔ， ２０１５，３６（６）： １３５１－ １３５６． ＤＯＩ： １０． ３９６９ ／
ｊ．ｉｓｓｎ．０２５４－３０８７．２０１５．０６．０２０．

［１９］ＣＡＮＤＥＳ Ｅ Ｊ， ＲＯＭＢＥＲＧ Ｊ， ＴＡＯ Ｔ． Ｒｏｂｕｓｔ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ
ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ： ｅｘａｃｔ ｓｉｇｎａｌ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｈｉｇｈｌｙ ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ
ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ， ２００６，
５２（２）： ４８９－５０９． ＤＯＩ： １０．１１０９ ／ ＴＩＴ．２００５．８６２０８３．

［２０］ＹＵＡＮ Ｙａｘｉａｎｇ． Ａ ｎｅｗ ｓｔｅｐｓｉｚｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔｅｅｐｅｓｔ ｄｅｓｃｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００６， ２４ （ ２）： １４９ － １５６．
ＤＯＩ： １０．１０６３ ／ １．４８８２４９９．

（编辑　 张　 红）

·９８·第 １０ 期 霍炎，等：轴系倾角回转误差中一次谐振的分离方法


