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自适应 Ｒａｄａｕ伪谱法自由漂浮空间机器人轨迹规划

仲小清１，邵翔宇２，许林杨２，孙光辉２

（１．中国空间技术研究院 通信卫星事业部，北京 １０００９４；２．哈尔滨工业大学 智能控制与系统研究所，哈尔滨 １５０００１）

摘　 要： 为解决 Ｇａｕｓｓ 伪谱法（ＧＰＭ）计算速度和求解精度之间的矛盾，在多段 Ｒａｄａｕ 伪谱法的基础上，提出了求解自由漂浮

空间机器人（ＦＦＳＭ）最优路径规划问题的 ｈｐ 自适应 Ｒａｄａｕ 伪谱法（ｈｐ⁃ＲＰＭ） ．与传统的 Ｇａｕｓｓ 伪谱法不同，该方法并不是单纯

通过增加节点数量来提高精度，而是在每次迭代的过程中对整个路径分段个数和各个路径子区间的宽度进行合理的分配，并
能配置每个子区间内节点的数量．通过增加分段个数可以减小子区间内所需节点个数，以此降低多项式阶数、提高计算速度．
基于上述理论，首先建立了多臂 ＦＦＳＭ 系统动力学模型，并给出了运动过程中系统模型更新方法；然后将连续最优轨迹规划问

题离散化，完成了 ｈｐ 自适应 Ｒａｄａｕ 伪谱法的设计；最后利用 ｈｐ⁃ＲＰＭ 解决两连杆 ＦＦＳＭ 系统轨迹规划问题并进行了仿真实验．
结果表明：在初始条件相同的情况下，两种方法得到的位置、速度规划曲线相似，但 ｈｐ⁃ＲＰＭ 在各个节点处的误差明显低于

ＧＰＭ 计算误差；在精度要求较高，初始节点较多的情况下，ｈｐ⁃ＲＰＭ 可以在保证精度的同时有效的提高计算速度．
关键词： 自由漂浮空间机器人；Ｇａｕｓｓ 伪谱；Ｒａｄａｕ 伪谱；ｈｐ 自适应；轨迹规划
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　 　 随着人类对太空探索日渐深入，所需执行空间

的任务相应变得复杂，在完成各类空间任务的过程

中，空间机器人发挥着不可替代的作用［１］ ．自由漂浮

空间机器人（ＦＦＳＭ）是一种基座处于自由状态的空

间机器人，在执行任务的过程中，其基座固连航天器

停止运行，处于“自由漂浮”的状态［２］ ．这种“自由漂

浮”状态对完成特定空间任务、减小航天器损耗、延
长卫星寿命有着重要的意义，因此国内外许多学

者［３－４］对 ＦＦＳＭ 系统机械结构、动力学建模以及控

制问题进行了相关研究．
对 ＦＦＳＭ 系统的轨迹规划研究有直接法和间接

法两种主要方法．直接法将连续最优控制问题转化

为非线性离散规划问题直接进行数值求解，收敛速

度快、对初值要求低［５］ ．２００６ 年 Ｈｕａｎｇ 等［６］ 以粒子

蚁群算法为基础解决了 ＦＦＳＭ 时间最优控制问题．
２０１３ 年李适［７］利用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法完成了 ＦＦＳＭ 时间

燃料最优控制，并利用协态映射引理证明了解的可



行性．间接法利用哈密顿函数推导出最优控制一阶

必要条件，并通过数值计算的方法求得最优解．该方

法求解精度高，但收敛速度慢，对初值依赖强．２００９
年 Ｙｏｋｏｙａｍａ 等［８］通过间接法得到受风力约束的飞

行机器人点到点最优路径．
伪谱法是一种直接方法，基于正交多项式的根

进行配点，应用较为广泛的有 Ｌｏｂａｔｔｏ 伪谱法、Ｇａｕｓｓ
伪谱法和 Ｒａｄａｕ 伪谱法［９－１０］ ．在应用形式上，伪谱法

有两种主要形式：ｐ 法和 ｈ 法． ｐ 法仅通过增加多项

式阶数来提高精度，高阶多项式微分矩阵求解困难

和收敛速度慢导致该方法有很大的局限性；ｈ 法将

整个过程分段，在每段内用低阶多项式近似，通过增

加分段的个数来提高收敛速度．然而，分段个数过多

会使得误差变大，影响解的精确性［１１－１２］ ．
本文在 Ｇａｕｓｓ 伪谱法和 Ｒａｄａｕ 伪谱法的基础上，

将 ｈ 法和 ｐ 法的优点结合在一起设计出 ｈｐ 自适应

Ｒａｄａｕ 伪谱法．该方法对分段个数、每段的宽度、以及在

每段上多项式的阶数进行配置，可以显著提高计算效

率和求解精度．Ｈａｎ 等［１３］用 ｈｐ 自适应 ＲＰＭ 解决了飞

行器再入轨迹规划问题．本文将 ｈｐ 自适应ＲＰＭ 算法应

用到 ＦＦＳＭ 系统，完成空间机械臂的轨迹规划问题．

１　 ＦＦＳＭ 系统动力学建模

惯性坐标系下 ＦＦＳＭ 系统模型如图 １ 所示，ρｉ

为系统质心到连杆 ｉ 质心的矢量，ｒｉ 为连杆 ｉ 质心到

惯性坐标系原点 Ｏ 的矢量，ｐｉ 为关节 ｉ 在惯性坐标

系中的位置矢量．
由图 １ 可知连杆 ｋ 的质心矢量ρｋ 满足：

∑
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ｋ ＝ ０
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图 １　 ＦＦＳＭ 系统模型
Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ＦＦＳＭ ｓｙｓｔｅｍ

如图 ２ 所示，引入增广体的概念［１４］，可得
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图 ２　 增广体定义

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ａｕｇｍｅｎｔ ｂｏｄｙ

不失一般性，假设惯性坐标系原点和系统质心

重合即ｒｃｍ为 ０．由式（１）可以得到末端执行器的角速

度、线速度和角动量为：
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式中 １ 为单位并矢．
由于ｉｖｉｋ是在第 ｉ 个关节坐标系中定义，因此要

得到惯性坐标系的表达式，需要将连杆坐标系中的

表达式转换到惯性坐标系．根据文献［１４］，可以求得

由基座坐标系和关节坐标系到惯性坐标系的转移矩

阵 Ｔ０、Ｔ ｉ 为：
Ｔ０（ｅ，ｎ） ＝ （ｎ２ － ｅＴｅ）１ ＋ ２ｅｅＴ ＋ ２ｎｅ ×，

Ｔ ｉ（ｅ，ｎ，ｑ１… ｑｉ） ＝ Ｔ０（ｅ，ｎ） ０Ｔ ｉ（ｑ１… ｑｉ），
（５）

式中 ｅ、ｎ 分别为欧拉参数，随基座转轴单位向量 ａ
和转角 θ 变化，满足：

ｅ（ａ，θ） ＝ ａｓｉｎ（θ ／ ２），
ｎ（ａ，θ） ＝ ｃｏｓ（θ ／ ２） ．

　 　 由式（５）可知，转移矩阵Ｔ０ 是随基座运动不断
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变化的量，需要实时更新；新的转移矩阵可利用如下

公式求取：

ｅ
·
＝ １

２
ｅ × ＋ ｎ[ ] ０ω０，

ｎ
·
＝ １

２
ｅＴ ０ω０ ．

　 　 式（２）、（３）在惯性坐标系中表示为：

ｒ
·

Ｅ ＝ Ｔ０｛ ０Ｊ１１
０ω０ ＋ ０Ｊ１２ ｑ

·
ｍ｝，

ωＥ ＝ Ｔ０｛ ０ω０ ＋ ０Ｊ２２ ｑ
·

ｍ｝，
（６）

其中：

０Ｊ１１ ＝ － ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
（ ０Ｔ ｉ

ｉｖ′
ｉｎ）

×，０Ｊ２２ ＝０Ｆｎ，

０Ｊ１２ ＝ － ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
（ ０Ｔ ｉ

ｉｖ′
ｉｎ）

× ０Ｆｉ，

０Ｆ ｊ ＝ ［ ０Ｔ１
１ｚ１ ０Ｔ２

２ｚ２ ，…， ０Ｔ ｊ
ｊｚｊ ０，…，０］ ．

　 　 式（６）带入拉格朗日方程得到系统动力学方程［１５］：
Ｈｑ ｑｍ( ) ｑ··ｍ ＋ Ｃｑ（ｑｍ，ｑ

·
ｍ） ｑ·ｍ ＝ μ． （７）

式中：Ｈｑ 为 Ｎ×Ｎ 的对称正定惯量矩阵；Ｃｑ 为 Ｎ×１
的离心力和哥氏力矩阵；μ 为 Ｎ×１ 的控制力矩向

量；ｑｍ ＝［ｑ１ ｑ２ … ｑｎ］ Ｔ 为各关节转角状态矩阵．
各矩阵计算如下：

Ｈｑ（ｑｍ） ＝ ＨＴ
ω（Ｉ ＋ Ｍ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｈｋ） Ｈω，

Ｈω ＝ ［ ０Ｄ －１ ０Ｄｑ Ｆ Ｆ２］
Ｔ，

Ｈｋ ＝ Ｖ
～

ｋ Ｖ
～

Ｔ
ｋ ， Ｖ

～

ｋ ＝ ［ｖ０ｋ ｖ１ｋ ｖ２ｋ］ Ｔ，

Ｃｑ（ｑｍ，ｑ
·
ｍ） ｑ

·
ｍ ＝ Ｈｑ ｑｍ( ) ｑ·ｍ － ∂

∂ｑｍ
（ １
２
ｑ·Ｔ
ｍ Ｈｑ（ｑｍ） ｑ

·
ｍ）．

２　 Ｂｏｌｚａ 形式最优控制问题

２．１　 问题描述

将式（７）转化成状态方程形式

Ｘ
·
＝ ｆ（Ｘ，Ｕ，ｔ），

其中：
Ｕ ＝ μ，

Ｘ ＝
θｍ

ｑ·ｍ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

ｆ（Ｘ，Ｕ，ｔ） ＝
０ Ｅ
０ － Ｈ －１

ｑ Ｃｑ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｘ ＋

０
Ｈ －１

ｑ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｕ． （８）

　 　 边界约束为

Ｅ（Ｘ（ ｔ０），ｔ０，Ｘ（ ｔｆ），ｔｆ） ＝ ０． （９）
　 　 路径约束为

Ｃ（Ｘ（τ），Ｕ（τ），τ） ≤ ０． （１０）
　 　 考虑到时间最优、燃料最优和基座扰动，定义如

下目标函数［１６］：

　 　 Ｊ ＝ α Ｊ１ ＋ β Ｊ２ ＋ γ Ｊ３ ＝

Φ（Ｘ（ ｔ０），ｔ０，Ｘ（ ｔｆ），ｔｆ） ＋ ∫ｔｆ
ｔ０
ｇ（ｘ，ｕ，ｔ）ｄｔ，

其中

ｇ（Ｘ（ ｔ），Ｕ（ ｔ），ｔ） ＝ α ＋ βＵＴ（ ｔ）Ｕ（ ｔ） ．
式中：α、β、γ 分别为相关系数；Ｊ１、Ｊ２、Ｊ３ 分别为时间

最优、燃料最优和基座稳定性目标函数．

Ｊ１ ＝ ∫ｔｆ
ｔ０
ｄｔ，

Ｊ２ ＝ ∫ｔｆ
ｔ０
ｕＴ（ ｔ）ｕ（ ｔ）ｄｔ，

Ｊ３ ＝ ∫ｔｆ
ｔ０
ωＴ

０（ ｔ） ω０（ ｔ）ｄｔ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１１）

２．２　 Ｂｏｌｚａ 标准化

将时间［ ｔｏ，ｔｆ］分成 Ｓ 段，０ ＝ ｔ０＜ｔ１＜…＜ｔＳ ＝ ｔｆ，变

量 ｔ∈［ ｔｓ－１，ｔｓ］ ．通过如下变换将变量 ｔ 转化为变量

τ∈［－１，１］为

τ ＝
２ｔ － （ ｔｓ ＋ ｔｓ－１）

ｔｓ － ｔｓ－１
，（ ｔｓ－１ ＜ ｔ ＜ ｔｓ） （１２）

式中ｘ（ ｓ）（τ）、 μ（ ｓ）（τ）分别为时间区间 ｓ 内的状态变

量和控制变量．标准 Ｂｏｌｚａ 最优控制问题可以描述为

Ｊ（ ｓ） ＝ α Ｊ（ ｓ）
１ ＋ β Ｊ（ ｓ）

２ ＋ γ Ｊ（ ｓ）
３ ＝

Φ（Ｘ（－１），ｔ０，Ｘ（１），ｔｆ） ＋∑
Ｓ

ｓ ＝１

ｔｓ － ｔｓ－１
２ ∫１

－１
ｇ（ｘ，ｕ，τ）ｄτ，

其中

Ｊ（ ｓ）
１ ＝ ∑

Ｓ

ｓ ＝ １

ｔｓ － ｔｓ－１
２ ∫１

－１
ｄτ，

Ｊ（ ｓ）
２ ＝ ∑

Ｓ

ｓ ＝ １

ｔｓ － ｔｓ－１
２ ∫１

－１
ｕ（ ｓ） （τ） Ｔ ｕ（ ｓ）（τ）ｄτ，

Ｊ（ ｓ）
３ ＝ ∑

Ｓ

ｓ ＝ １

ｔｓ － ｔｓ－１
２ ∫１

－１
ω（ ｓ） （τ） Ｔ ω（ ｓ）（τ）ｄτ，

且满足

ｄ ｘ（ ｓ）（τ）
ｄτ

＝
ｔｓ － ｔｓ－１

２
ｆ（ｘ（ ｓ）（τ），ｕ（ ｓ）（τ），τ；ｔｓ－１，ｔｓ），

ｄ ｘ（ ｓ）（τ）
ｄτ

＝
ｔｓ － ｔｓ－１

２
ｆ（ｘ（ ｓ）（τ），ｕ（ ｓ）（τ），τ；ｔｓ－１，ｔｓ），

Ｅ（Ｘ（１）（ － １），τ０，Ｘ（Ｓ）（１），τｆ） ＝ ０，
由连续性条件可得

ｘ（ ｔ －１ｓ ） ＝ ｘ（ ｔ ＋１ｓ ），

ｕ（ ｔ －１ｓ ） ＝ ｕ（ ｔ ＋１ｓ ） ．{
３　 Ｒａｄａｕ 伪谱法

Ｒａｄａｕ 伪谱法离散点选择基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃
Ｒａｄａｕ（ＬＧＲ）节点，该类节点散落在半开区间［ －１，
１）或（－１，１］内．本文利用 ＬＧＲ 节点进行离散处理，
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且仅包含－１ 边界点．第 ｓ 段中的状态变量 ｘ（ ｓ）
ｉ 由多

项式近似［１７］：

　 ｘ（ ｓ）（τ） ≈ Ｘ（ ｓ）（τ） ＝ ∑
Ｎｓ

ｉ ＝ ０
Ｌ ｉ

（ ｓ）（τ） Ｘ（ ｓ）（τ ｉ） ＝

∑
Ｎｓ

ｉ ＝ ０
Ｌ（ ｓ）

ｉ （τ） Ｘ（ ｓ）
ｉ ， （１３）

　 Ｌ（ ｓ）
ｉ （τ） ＝ ∏

Ｎｓ＋１

ｊ ＝ ０，ｊ≠ｉ

τ － τ （ ｓ）
ｊ

τ ｉ － τ （ ｓ）
ｊ

． （ ｉ ＝ ０，１，…，Ｎｓ）

式中：τ∈［－１，１］，（τ（ｓ）
０ ，…，τ（ｓ）

Ｎｓ－１）为 ｓ 段内 ＬＧＲ 节

点；τ（ｓ）
Ｎｓ

＝１ 为 ｓ 段的终点；Ｌ（ｓ）
ｉ （τ）为拉格朗日基函数．

在 Ｒａｄａｕ 伪谱法中，假设最后一个点没有控制，
控制变量离散化为：

　 ｕ（Ｓ）（τ） ≈ Ｕ（Ｓ）（τ） ＝ ∑
Ｎｓ－１

ｉ ＝ ０
Ｌ

⌒

（Ｓ）
ｉ （τ） Ｕ（Ｓ）（τ ｉ） ＝

∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｌ

⌒

（Ｓ）
ｉ （τ） Ｕ（Ｓ）

ｉ ，

　 Ｌ

⌒

（Ｓ）
ｉ （τ） ＝ ∏

Ｎｓ－１

ｊ ＝ ０，ｊ≠ｉ

τ － τ （Ｓ）
ｊ

τ ｉ － τ （Ｓ）
ｊ

，（ ｉ ＝ ０，１，…，Ｎｓ － １）

式中Ｕ（ ｓ）
ｉ 为在 Ｎｋ 个 ＬＧＲ 节点处近似值．状态方程

式（８）的离散形式为

∑
Ｎｓ－１

ｉ ＝ ０
Ｈ（ ｓ）

ｋ，ｉ Ｘ（ ｓ）
ｋ ＝

ｔｓ － ｔｓ－１
２

ｆ（Ｘ（ ｓ）
ｋ ，Ｕ（ ｓ）

ｋ ，τ（ ｓ）
ｋ ；ｔｋ－１，ｔｋ），

　 （ｋ ＝ ０，１，…，Ｎｓ － １） ． （１４）
其中

Ｈ（ ｓ）
ｋ，ｉ ＝ Ｌ

·
（ ｓ）
ｉ （τｋ），

ｉ ＝ ０，１，…，Ｎｓ － １，
ｋ ＝ ０，１，…，Ｎｓ － １，
ｓ ＝ １，２，…，Ｓ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

为第 ｓ 段的 Ｒａｄａｕ 伪谱微分矩阵．同时目标函数离

散形式为

　 　 Ｊ ＝ Φ（Ｘ（１）
１ ，ｔ０，Ｘ（ ｓ）

Ｎｓ＋１，ｔｓ） ＋

∑
Ｓ

ｓ ＝ １
∑
Ｎｓ－１

ｊ ＝ ０

ｔｓ － ｔｓ－１
２

ω（ ｓ）
ｊ ｇ（Ｘ（ ｓ）

ｊ ，Ｕ（ ｓ）
ｊ ，τ （ ｓ）

ｊ ），

式中ω（ ｓ）
ｊ （ ｉ＝ １，…，Ｎｓ）为 ＬＧＲ 权重，可通过下式离

线计算得到：

ω１ ＝ ２
Ｎ２，

ωｋ ＝
１

（１ － τｋ） （ｐ·Ｎ－１（τｋ）） ２
． （ｋ ＝ ２，…，Ｎ － １） ．

　 　 由式（９） ～ （１３）可得边界条件、路径约束和连

续性条件离散形式为

Ｅ（Ｘ（１）
０ ，ｔ０，Ｘ（Ｓ）

ＮＳ＋１，ｔＳ） ＝ ０，

Ｃ（Ｘ（ ｓ）
ｊ ，Ｕ（ ｓ）

ｊ ，τ（ ｓ）
ｊ ） ≤ ０，

Ｘ（ ｓ）
Ｎｓ

＝ Ｘ（ ｓ＋１）
０ ，

Ｕ（ ｓ）
Ｎｓ

＝ Ｕ（ ｓ＋１）
０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

４　 ｈｐ 自适应算法设计

４．１　 迭代判据

第 ｓ 段内节点为［ ｔ（ ｓ）０ ，ｔ（ ｓ）１ ，…，ｔ（ ｓ）Ｎｓ－１］∈［ ｔｓ－１，ｔｓ］，

取两两节点的中间点为

ｔ
－
（ ｓ）
ｊ ＝

ｔ（ ｓ）ｊ ＋ ｔ（ ｓ）ｊ ＋１

２
． （ ｊ ＝ ０，１，…，Ｎｓ － １）

　 　 定义 Ｘ
－
、Ｕ

－
分别为状态变量 ｘ 和控制变量 ｕ 在

中间点处的取值，其值由拉格朗日插值多项式计算

得到：

Ｘ
－

（ ｓ） ＝ ［ｘ（ ｔ
－
（ ｓ）
０ ），ｘ（ ｔ

－
（ ｓ）
１ ），…，ｘ（ ｔ

－
（ ｓ）
Ｎｓ－１）］

Ｔ，

Ｕ
－

（ ｓ） ＝ ［ｕ（ ｔ
－
（ ｓ）
０ ），ｕ（ ｔ

－
（ ｓ）
１ ），…，ｕ（ ｔ

－
（ ｓ）
Ｎｓ－１）］

Ｔ，
上式带入到式（１４）中，并定义 ｓ 段内的误差矩阵

Ｒ（ ｓ）如下

Ｒ（ ｓ） ＝ Ｈ
－

（ ｓ） Ｘ
－

（ ｓ） －
ｔｓ － ｔｓ－１

２
ｆ（Ｘ

－
（ ｓ），Ｕ

－
（ ｓ），τ

－
（ ｓ）
； ｔｓ－１，ｔｓ） ．

式中：Ｒ（ ｓ）为一个 Ｎｓ×１ 的矩阵；Ｒ（ ｓ）中的元素为在节

点 ｔ
－
（ ｓ）
ｊ （ ｊ＝ ０，１，…，Ｎｓ－１）处的误差，定义 ｓ 段内误差

的最大值［１８］为

ｅ（ ｓ）ｍａｘ ＝ ｍａｘ
ｊ ＝ ０…Ｎｓ－１

Ｒｓ［ ｊ］ ．

　 　 定义 εｄ 为容忍误差，若 ｅ（ ｓ）ｍａｘ＜εｄ，表明在 ｓ 段内，
配点处状态满足精度要求，可停止该段内的迭代计

算．若 ｅ（ ｓ）ｍａｘ＞εｄ，则需要细分时间段或增加时间段内配

点个数来减少误差，达到精度要求．当所有时间段内

误差均满足要求，则停止迭代，得到最优解．
４．２　 细分区间或增加配点准则

当 ｓ 段内精度不满足要求，定义 ｓ 段内各点曲

率［１６］为

ｋ（ ｓ）（τｉ） ＝
Ｘ
··

（ ｓ）
ｍ （τｉ）

［１ ＋ Ｘ
·

（ ｓ）
ｍ （τｉ）］ ３ ／ ２

，

令

ｒｓ ＝
ｋ（ ｓ）
ｍａｘ

ｋ
－
（ ｓ）

．

式中 ｋ（ｋ）
ｍａｘ、ｋ

－
（ｋ） 分别为 ｓ 区间内各点曲率的最大值和

平均值．
定义临界值参数 ｒｍａｘ，若 ｒｓ＜ｒｍａｘ，表明该区间内比

较平滑，可以通过增加节点个数来提高精度；若 ｒｓ ＞
ｒｍａｘ，说明 ｓ 段内振荡较大，需要对该区间重新划分．
４．２．１　 增加节点个数计算

若 ｒｓ＜ｒｍａｘ，需要增加 ｓ 段内节点个数，增加的节

点个数 Ｎｓｆ为

Ｎｓｆ ＝ ｃｅｉｌ（ ｌｏｇ１０（ｅ（ ｓ）ｍａｘ） － ｌｏｇ１０（εｄ）） ＋ １．
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　 　 修正后节点的数量为

Ｎｓ ＝ Ｎｓ０ ＋ Ｎｓｆ ．
式中：Ｎｓ０为修正前节点的个数，ｃｅｉｌ（·）为取整运算．
４．２．２　 区间细分个数及位置计算

若 ｒｓ＞ｒｍａｘ，对 ｓ 段细分，子区间的数量 ｎｋ 由如下

公式计算：
ｎｋ ＝ ２∗ｃｅｉｌ（ｌｏｇ１０（ｅ（ ｓ）ｍａｘ） － ｌｏｇ１０（εｄ）），

子区间的位置通过曲率密度函数 ρ（τ）求取［１９］，定义

ρ（τ） ＝ ｃｋ（ ｓ） （τ） １ ／ ３，
ｃ 为常数，且满足

∫１
－１
ρ（τ）ｄτ ＝ １．

　 　 定义节点分配函数为

Ｆ（τ） ＝ ∫τ
－１
ρ（ζ）ｄζ，

第 ｉ 个子区间起点和终点分别为 τｉ－１和 τｉ，满足

Ｆ（τｉ） ＝ ｉ
ｎｋ
． （１ ≤ ｉ ≤ｎｋ）

５　 仿真分析

本文以两连杆 ＦＦＳＭ 系统为例，分别应用 ＧＰＭ
和 ｈｐ⁃ＲＰＭ 进行轨迹规划仿真，并对两方法进行比

较，系统参数见表 １，状态约束见表 ２．
表 １　 ＦＦＳＭ 系统参数

Ｔａｂ．１　 Ｔｈｅ ＦＦＳＭ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

Ｌｉｎｋ ｍｉ ／ ｋｇ Ｉｉ ／ （ｋｇ·ｍ２） ａｉ ／ ｍ ｂｉ ／ ｍ

０ ４０ ６．６７ ０．５ ０．５

１ ４ ３．３３ ０．５ ０．５

２ ３ ２．５０ ０．５ ０．５

注：ｍｉ、Ｉｉ 分别为第 ｉ 个连杆的质量和惯性力矩．

表 ２　 状态约束

Ｔａｂ．２　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ

时间 ｑ１ ｑ２ ｑ
·

１ ｑ
·

２

ｔ０ π ／ １４ π ／ １９ ０ ０

ｔｆ π ／ ３ ４π ／ ５ ０ ０

Ｍａｘ －π －π －１ －１

Ｍｉｎ π π １ １

　 　 控制变量满足约束为：
－ １０ ≤ μ１ ≤ １０，
－ ８ ≤ μ２ ≤ ８．

　 　 选取目标函数各相关系数为：
α ＝ ０．７， β ＝ ０．１， γ ＝ ２，

取初始时刻节点个数 Ｐ＝ １０，分段个数 Ｓ ＝ １，容忍误

差 εｄ ＝ １×１０－３ ．
在 ＣＰＵ 为 Ｉｎｔｅｒ ｉ５ － ３２３０、操作系统 Ｗｉｎｄｏｗｓ７

３２ 位、内存 ４ Ｇ 的电脑上，应用 ＭＡＴＬＡＢ２０１４ａ 进行

仿真实验．选取相同的初始节点个数，用 ＧＰＭ 和

ｈｐ⁃ＲＰＭ方法进行计算．计算时间见表 ３，仿真结果如

图 ３～６ 所示．
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图 ３　 关节 １、关节 ２ 角度变化曲线
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图 ４　 关节 １、关节 ２ 角速度变化曲线

Ｆｉｇ．４　 Ａｎｇｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｈａｎｇｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｊｏｉｎｔ １ ａｎｄ ｊｏｉｎｔ ２
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表 ３　 耗时比较
Ｔａｂ．３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｉｍｅ⁃ｃｏｎｓｕｍｔｉｏｎ ｓ

方法 ＧＰＭ ｈｐ⁃ＲＰＭ

消耗时间 ８７４．３ ３６５．７

　 　 图 ３、４ 为两关节角度、角速度的变化曲线，可以

看出用两种方法进行轨迹规划时得到的两关节角

度、角速度轨迹曲线在趋势和平滑度上是一致的．但
在整个运动过程中两者的配点选取有很大差别，例
如在 ７、２０ ｓ 时，ｈｐ⁃ＲＰＭ 配点个数明显多于 ＧＰＭ，相
对应的误差曲线在此时有明显变大的趋势，这也表

明 ｈｐ⁃ＲＰＭ 可以根据当前误差对子区间内节点个数

进行重配置来减少误差．
图 ５、６ 为位置误差和角速度误差曲线，可以看

出 ｈｐ⁃ＲＰＭ 在求解过程中精度明显高于 ＧＰＭ，在各

个计算节点上的精度均满足要求；而用 ＧＰＭ 进行求

解时，出现精度不满足要求的情况．
观察图 ５、６ 位置误差曲线，可知在即将到达目标

位置时，利用 ｈｐ⁃ＲＰＭ 规划出的位置误差曲线有较大

的振荡趋势，在实际应用时会对 ＦＦＳＭ 正常工作产生

一定的影响．产生这种现象的一个重要原因是在进行

节点配置时，最后一个节点没有施加控制量，导致在

即将到达目标位置时系统出现不受控情况．因此，在
实际设计跟踪控制器时需要对末端振荡进行充分考

虑，通过对末端状态的单独控制消除影响．

hp�RPM
GPM

hp�RPM
GPM

3

2

1

0

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0 5 10 15 20 25 30

5 10 15 20 25 30

t/s

t/s

关
节

1角
度
位
置

误
差
/1
0-

4
ra
d

关
节

1角
速
度
误
差
/1
0-

3
(ra

d?
s-1
)

图 ５　 关节 １ 位置和角速度误差曲线
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图 ６　 关节 ２ 位置和角速度误差曲线

Ｆｉｇ．６　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ａｎｄ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｊｏｉｎｔ ２

６　 结　 论

１）针对普通 Ｇａｕｓｓ 伪谱法求解轨迹规划问题的

缺点，本文提出了 ｈｐ⁃ＲＰＭ 来解决 ＦＦＳＭ 系统点到

点的轨迹规划问题．该方法通过求解每次迭代过程

的误差，来决定下一次迭代时子区间及其节点个数．
２）不同于传统的 ＧＰＭ，ｈｐ⁃ＲＰＭ 通过细分子区

间避免了求解过程中出现高阶多项式，显著的减少

了计算时间，从而解决了普通伪谱法中求解精度和

计算效率之间的矛盾．在系统精度要求较高的情况

下，ｈｐ⁃ＲＰＭ 通过计算每次迭代的误差来决定是否

继续进行迭代计算，从而保证了精度要求，有着重要

的实际意义．
３）在两连杆 ＦＦＳＭ 系统中对 ｈｐ⁃ＲＰＭ 方法进行

了仿真验证，仿真结果表明 ｈｐ⁃ＲＰＭ 在计算速度上

明显高于 ＧＰＭ，并且在计算过程中 ｈｐ⁃ＲＰＭ 通过改

变区间及节点个数来提高计算精度．
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