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随机－区间混合不确定性多输出模型确认指标
赵录峰，吕震宙，王　 璐
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摘　 要： 为解决随机和区间变量共存条件下的多输出模型确认问题，提出了一种新的模型确认指标．首先，依据概率方法和区

间理论，分析了随机输入变量在实现值条件下随机－区间混合不确定性多输出模型的特点；然后，将基于马氏距离的随机不确

定性多输出模型确认方法，推广到随机－区间混合不确定性因素影响下的多输出模型确认之中，定义了一种新的多输出模型

确认指标．该指标运用模型输出响应量与试验输出响应量的上、下界马氏距离分布函数曲线之间的面积差异，度量随机－区间

混合不确定性条件下多输出模型预测结果与试验结果之间的不一致性．最后，讨论了所提指标的数学性质，给出了指标的计算

方法和步骤，通过一个数值算例和一个工程算例验证了指标的正确性与有效性．研究结果表明，当样本数据量充足时，新的模

型确认指标能够有效地度量模型输出响应量与试验结果之间差异程度，正确地判断不同多输出模型的优劣，适合于随机－区
间混合不确定性因素影响下的多输出模型确认问题．
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　 　 随着仿真技术在现代工程设计中的广泛应用，
模型确认已经成为国内学者的研究热点．模型确认

是指从模型的用途出发，客观地评估模型在多大程

度上能够准确描述真实物理世界的过程［１－３］ ．开展模

型确认工作，首先需要建立科学合理的模型确认指

标．模型确认指标是指用于度量模型预测与试验结

果之间差异程度的指标［４－５］ ．
在实际工程中，由于模型本身、模型参数、物理试

验结果和试验数据信息等 ４ 个方面都会受到各种不

确定性因素的影响，因此模型确认工作也具有一定的

不确定性［６－９］ ．目前，不确定性条件下的模型确认方法

很多．文献［１０］将其分为：假设检验法［１１－１２］、贝叶斯因

子法［１３－１５］、频率指标［２，１６］ 和面积指标［１７－１８］ 等．这些方

法主要适用于一维或多维独立输出模型确认，而不适

合多维相关输出模型确认问题．为此，文献［１９］提出

了基 于 多 维 概 率 积 分 转 换 （ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｉｎｔｅｇｒａｌ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ， ＰＩＴ）的 ＰＩＴ 面积指标和 ｔ⁃ｐｏｏｌｉｎｇ方
法，文献 ［２０］ 提出了基于马氏距离 （Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ
ｄｉｓｔａｎｃｅ， ＭＤ）的 ＭＤ 面积指标和 ＭＤ⁃ｐｏｏｌｉｎｇ 方法．

已有这些方法均建立在概率方法之上，仅适合

于随机不确定性模型确认问题．然而，在工程实际



中，所建的多输出模型往往既含有随机输入变量，又
含有区间输入变量，这类模型称为随机－区间混合

不确定性多输出模型．关于这类模型确认方法，目前

还鲜有研究．在随机－区间混合不确定性多输出模型

中，随机变量和区间变量之间可能相互独立，也可能

存在相关性．本文所研究的随机－区间混合不确定性

多输出模型，是指随机输入变量和区间输入变量共

存且相互独立这类模型，运用概率理论和区间分析

方法，对它的确认方法进行研究．

１　 ＭＤ 面积指标

针对随机不确定性多输出模型确认问题，文献

［２０］提出了适用于单个确认点的 ＭＤ 面积指标．
设 Ｙ＝（Ｙ１，…，Ｙｍ）为 ｍ（ｍ＞１）维模型随机输出

向量，μ、Σ 和 ＦＹ（ｙ１，…，ｙｍ）分别为输出向量 Ｙ 的均

值向量、协方差矩阵和联合分布函数． ｙ ＝ （ ｙ１，…，
ｙｍ）为来自 ＦＹ（ ｙ１，…，ｙｍ）的任一样本观察值．则 Ｙ
到 μ 的马氏距离被定义为

Ｒ（Ｙ，μ） ＝ （Ｙ － μ） Ｔ∑ －１
（Ｙ － μ） ， （１）

样本观察值 ｙ 到 μ 的马氏距离为

ｒ（ｙ，μ） ＝ （ｙ － μ） Ｔ∑ －１
（ｙ － μ） ．

式中 Ｙ 为随机输出向量．由式（１）可知，Ｒ（Ｙ，μ）为
一维随机变量．设 Ｒ （Ｙ，μ） 的 ＣＤＦ 记为 ＦＲ（ ｒ） ＝
Ｐ｛Ｒ≤ｒ｝，则 ＦＲ（ ｒ）曲线如图 １ 所示．
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图 １　 随机变量 ＣＤＦ 对应的马氏距离 ＣＤＦ
Ｆｉｇ．１　 ＣＤＦ ｏｆ ＭＤ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅ

由图 １ 可知，输出向量 Ｙ 通过式（１）被转变成

一维随机变量 Ｒ（Ｙ，μ） ．由于式（１）含有 Ｙ 的均值向

量和协方差矩阵，因此 ＦＲ（ ｒ）综合了 Ｙ 的均值向量

和协方差矩阵的信息．运用 ＭＤ 的这一性质，文献

［２０］提出的多维相关响应量模型确认指标为

ｄ（Ｆ，Ｓ） ＝ ∫¥

０
Ｆｍ（ ｒ） － Ｓｅ（ ｒ） ｄｒ． （２）

式中：Ｆｍ（ ｒ）为多维输出模型响应量到它的均值向

量 μ 的 ＭＤ 分布函数；Ｓｅ（ ｒ）为对应的试验响应量到

模型响应量均值向量 μ 的经验 ＭＤ 分布函数．式（２）

实质上表示 Ｆｍ（ ｒ）曲线和 Ｓｅ（ ｒ）曲线之间的面积差，
即如图 ２ 中的阴影部分的面积．
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图 ２　 多维相关响应量模型确认的 ＭＤ 面积指标

Ｆｉｇ． ２ 　 ＭＤ ａｒｅａ ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ ｍｅｔｒｉｃ ｆｏｒ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉｐｌｅ
ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

当模型与物理试验完全相同时，式（２）将趋于

零；当模型与物理试验不一致时，且它们之间的差异

越大，式（２）的计算结果也就越大．因此，通过式（２）
计算结果的大小可以评估不同多输出模型在描述真

实物理过程的准确性程度．

２　 混合不确定性多输出模型确认指标

２．１　 随机－区间混合不确定性多输出模型

设含随机－区间混合不确定性 ｎｏ 维输出模型的

表达式定义为

Ｚｍ
ｉ ＝ ｇｉ（Ｘ， Ｙ）， （ ｉ ＝ １，…，ｎｏ） （３）

式中：Ｘ ＝ （Ｘ１，Ｘ２，…，ＸｎＲ）为 ｎＲ 维随机输入向量；
ｆＸ（ｘ）为随机向量 Ｘ 的联合概率密度函数； ｆＸｉ

（ ｘｉ）
（ ｉ＝ １，…，ｎＲ）为第 ｉ 维随机变量 Ｘ ｉ 的边缘概率密度

函数；Ｙ ＝ （Ｙ１，Ｙ２，…，ＹｎＩ）为 ｎＩ 维区间输入向量；
［ＹＬ

ｊ ，ＹＵ
ｊ ］（ ｊ＝ １，…，ｎＩ）为第 ｊ 维区间变量 Ｙ ｊ 的取值

区间；ＹＬ
ｊ 、ＹＵ

ｊ 分别为第 ｊ 维区间变量的下、上界，且 Ｘ
和 Ｙ 相互独立． ｎｏ 维模型输出向量 Ｚｍ ＝ （ Ｚｍ

１ ，
Ｚｍ

２ ，…，Ｚｍ
ｎｏ）可通过式（３）获得．

当随机向量 Ｘ 取任意一个实现值 ｘ∗时，Ｘ 的随

机不确定性对输出变量的影响将会被消除，模型输

出响应量的不确定性则来自区间向量 Ｙ，这种情况

下的 模 型 输 出 响 应 量 为 多 维 区 间 变 量， 即

Ｚｍ （Ｘ＝ｘ∗）＝ （Ｚｍ
１ ｘ∗，Ｚｍ

２ ｘ∗，…，Ｚｍ
ｎｏ ｘ∗ ），其中

第 ｋ 维区间输出变量 Ｚｍ
ｋ ｘ∗的取值区间可表示为

［ＺｍＬ
ｋ ，ＺｍＵ

ｋ ］（ｋ＝ １，…，ｎｏ），ＺｍＬ
ｋ 、ＺｍＵ

ｋ 分别为第 ｋ 维区

间输出变量的下、上界．当随机向量 Ｘ 按照 ｆＸ（ｘ）在
其取值范围内取全部实现值时，模型输出响应量

Ｚｍ Ｘ为 ｎｏ 维随机区间变量，则它的上界 ＺｍＵ Ｘ和

下界ＺｍＬ Ｘ均为 ｎｏ 维随机变量．因此，随机－区间混

合不确定多输出模型确认问题即转化为：Ｘ 取 ｘ∗
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时，模型与试验输出响应量的多维随机区间变量之

间的差异程度比较．
２．２　 随机－区间混合不确定性多输出模型确认指标

由上述分析可知，当 Ｘ 按照它的 ｆＸ（ｘ）在其取

值范围内取全部实现值时，模型响应量 Ｚｍ Ｘ的下、
上界皆为 ｎｏ 维随机变量．设 μＬ、Σ Ｌ 分别为模型响应

量下界 ＺｍＬ Ｘ的均值向量和协方差矩阵，则模型响

应量下界 ＺｍＬ Ｘ到 μＬ 的 ＭＤ 定义为

ＲｍＬ（ＺｍＬ Ｘ， μＬ）＝ （ＺｍＬ Ｘ－ μＬ）Ｔ （ΣＬ）－１（ＺｍＬ Ｘ－ μＬ），
（４）

模型响应量上界 ＺｍＵ Ｘ到 μＬ 的 ＭＤ 定义为

ＲｍＵ（ＺｍＵ Ｘ， μＬ）＝ （ＺｍＵ Ｘ－ μＬ）Ｔ （ΣＬ）－１（ＺｍＵ Ｘ－ μＬ） ．
（５）

　 　 设 ＲｍＬ（ＺｍＬ Ｘ，μＬ）和 ＲｍＵ（ＺｍＵ Ｘ，μＬ）的分布

函数分别为 ＦＲｍＬ （ ｒ） ＝ Ｐ ｛ ＲｍＬ ≤ ｒ｝ 和 ＦＲｍＵ （ ｒ） ＝
Ｐ｛ＲｍＵ≤ｒ｝，它们如图 ３ 所示．

FR
mL(r)

FR
mU(r)
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图 ３　 模型响应量的上下限 ＭＤ 分布函数曲线

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ＭＤ ＣＤＦ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

同理，相应的试验响应量下界 ＺｅＬ Ｘ到模型响

应量下界均值向量 μＬ 的 ＭＤ 定义为

ＲｅＬ（ＺｅＬ Ｘ， μＬ）＝ （ＺｅＬ Ｘ－ μＬ）Ｔ （ΣＬ）－１（ＺｅＬ Ｘ－ μＬ），
（６）

试验响应量上界 ＺｅＵ Ｘ到模型响应量下界均值向量

μＬ 的 ＭＤ 定义为

ＲｅＵ（ＺｅＵ Ｘ， μＬ）＝ （ＺｅＵ Ｘ－ μＬ）Ｔ （ΣＬ）－１（ＺｅＵ Ｘ－ μＬ） ．
（７）

　 　 设 ＲｅＬ（ＺｅＬ Ｘ，μＬ）和 ＲｅＵ（ＺｅＵ Ｘ，μＬ）的经验分

布函数分别为 ＳＲｅＬ （ ｒ） ＝ Ｐ ｛ ＲｅＬ ≤ ｒ｝ 和 ＳＲｅＵ （ ｒ） ＝
Ｐ｛ＲｅＵ≤ｒ｝，它们如图 ４ 中的阶梯线所示．

在随机输入变量取现实值的情况下，如果所建

的多输出模型与物理试验完全一致，那么模型与试

验响应量上、下界的 ＭＤ 分布函数和经验 ＭＤ 分布

函数曲线应该完全重合，即图 ４ 中的两条曲线与两

条阶梯线之间阴影部分的面积应该为零．如果所建

的模型与物理试验存在差异，那么模型与试验响应

量上、下界的 ＭＤ 分布函数和经验 ＭＤ 分布函数也

会存在差异，且它们的差异越大，图 ４ 中阴影部分的

面积也就越大．因此，根据模型与试验响应量上、下
界的 ＭＤ 分布函数和经验 ＭＤ 分布函数曲线之间的

面积大小，可以定量地评估所建模型的准确性程度．
为此，本文提出的模型确认指标的表达式为

ｄ（Ｆｍ，Ｓｅ）＝

∫＋¥

０
{ ＦＲｍＬ（ｒ） － ＳＲｅＬ（ｒ） ＋ ＦＲｍＵ（ｒ） － ＳＲｅＵ（ｒ） } ｄｒ． （８）
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图 ４　 模型和试验响应量上、下界 ＭＤ 分布函数和经验 ＭＤ
分布函数

Ｆｉｇ．４　 ＭＤ ＣＤＦ ａｎｄ ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ＭＤ ＣＤＦ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ａｎｄ
ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

２．３　 指标的数学性质

对式（８）进一步分析可以看出，本文提出的新

指标具有下列数学性质．
性质 １　 非负性．由于式（８）的被积函数为非负

函数，因此本文提出的新指标 ｄ（Ｆｍ，Ｓｅ）也为非负数．
性质 ２　 对称性．由于

ｄ（Ｆｍ，Ｓｅ）＝ ∫＋¥

０
{ ＦＲｍＬ（ｒ） －ＳＲｅＬ（ｒ） ＋ ＦＲｍＵ（ｒ） －ＳＲｅＵ（ｒ） } ｄｒ ＝

　 　 　 　 　 ∫＋¥

０
{ ＳＲｅＬ（ｒ） －ＦＲｍＬ（ｒ） ＋ ＳＲｅＵ（ｒ） －ＦＲｍＵ（ｒ） } ｄｒ ＝

　 　 　 　 　 ｄ（Ｓｅ，Ｆｍ），
所以新指标 ｄ（Ｆｍ，Ｓｅ）具有对称性．

性质 ３　 理想模型的指标值趋零性．当且仅当随

机－区间混合不确定性多输出模型与物理试验完全

一致时，如果 Ｘ 按照 ｆＸ（ｘ）在其取值范围内取全部

实现值，且样本量趋于无穷，则模型与试验响应量

上、下界的 ＭＤ 分布函数和经验 ＭＤ 分布函数曲线

重合，即 ｄ（Ｆｍ，Ｓｅ）趋于零．
２．４　 指标的求解

运用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数字模拟法，新指标的求解过

程主要包括以下 ７ 个步骤．
步骤 １　 获取模型随机输入变量的实现值．根据

随机输入变量 Ｘ 的联合概率密度 ｆＸ（ｘ），产生样本

容量为 Ｍｍ
Ｒ 的模型输入随机变量的实现值 ｘｉ ＝ （ｘｉ１，

ｘｉ２，…，ｘｉｎＲ）（ ｉ＝ １，…，Ｍｍ
Ｒ）．
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步骤 ２　 获取模型区间输入变量样本．将模型的

区间输入变量 Ｙ＝ （Ｙ１，Ｙ２，…，ＹｎＩ）在其取值区间内

均匀的离散成 ＮＩ 个样本 ｙｋ ＝ （ ｙｋ１， ｙｋ２，…， ｙｋｎＩ ），
（ｋ＝ １，…，ＮＩ） ．

步骤 ３　 求解多输出模型响应量的区间集．对于

模型的随机输入变量 Ｘ 的每一个实现值 ｘｉ ＝ （ ｘｉ１，
ｘｉ２，…，ｘｉｎＲ）（ ｉ＝ １，…，Ｍｍ

Ｒ ），根据区间输入变量 Ｙ 的

ＮＩ 个样本 ｙｋ ＝（ｙｋ１，ｙｋ２，…，ｙｋｎＩ）（ｋ ＝ １，…，ＮＩ），计算

对应的模型响应量 Ｚｍ （Ｘ＝ｘｉ），进而求得与 Ｘ ＝ ｘｉ

对应的模型输出响应量的区间集［ ｚｍＬ ｘｉ，ｚｍＵ ｘｉ ］
（ ｉ＝ １，…，Ｍｍ

Ｒ）．
步骤 ４　 求解模型输出响应量上、下界的经验

ＭＤ 分布函数．依据步骤 ３ 求得的 Ｍｍ
Ｒ 个不同的模型

输出响应量区间上、下界 ｚｍＵ ｘｉ和 ｚｍＬ ｘｉ，计算区间

下界集 ｚｍＬ ｘｉ （ ｉ＝ １，…，Ｍｍ
Ｒ ）的均值向量 μＬ 和协方

差矩阵 Σ Ｌ，然后根据式（４）、（５）求解模型输出响应

量区间上、下界 ＺｍＵ Ｘ和 ＺｍＬ Ｘ的经验 ＭＤ 分布函

数 ＦＲｍＬ（ ｒ）和 ＦＲｍＵ（ ｒ） ．
步骤 ５　 求解试验输出响应量的区间集．按照 Ｘ

的联合概率密度 ｆＸ（ｘ）选取样本容量为 Ｍｅ
Ｒ 的输入

向量试验样本 ｘ ｊ ＝ （ｘ ｊ１，ｘ ｊ２，…，ｘ ｊｎＲ） （ ｊ ＝ １，…，Ｍｅ
Ｒ），

分别固定每个试验样本 ｘ ｊ，通过试验得到与区间变

量向量 Ｙ 的 ＮＩ 个样本 ｙｋ ＝ （ｙｋ１，ｙｋ２，…，ｙｋｎＩ）（ｋ ＝ １，
…，ＮＩ）对应的输出响应量观测值 Ｚｅ （Ｘ＝ｘ ｊ），并求

解对应于 Ｘ ＝ ｘ ｊ 的试验输出响应量的区间集

［ｚｅＬ ｘ ｊ，ｚｅＵ ｘ ｊ］（ ｊ＝ １，…，Ｍｅ
Ｒ） ．

步骤 ６　 求解试验输出响应量上、下界的马氏

距离经验分布函数．依据步骤 ５ 求得的 Ｍｅ
Ｒ 个不同的

试验输出响应量的区间上、下界 ｚｅＵ ｘ ｊ和 ｚｅＬ ｘ ｊ，根
据式（６）、（７）求得试验输出响应量的上、下界经验

ＭＤ 分布函数 ＳＲｅＬ（ ｒ）和 ＳＲｅＵ（ ｒ） ．
步骤 ７　 通过式（８）计算模型确认指标 ｄ（Ｆｍ，Ｓｅ）．

３　 算例分析

下面通过一个数字算例和一个工程算例，验证

本文所提指标的可行性和有效性．
３．１　 数字算例

在本算例中，物理试验数据由式（９）产生，式中

ｘ∈［０，６］ 为区间变量， θ （ θ ＝ １． ５） 为模型参数，
ε１ ～Ｎ（０，０．２２）、ε２ ～Ｎ（０，０．２２）分别为两个试验响应

量的测量误差．设测量误差 ε１ 与 ε２ 之间的相关系

数为 ρε１，ε２
＝ ０．５．ρε１，ε２的表达式为

ρε１，ε２
＝

Ｃｏｖ（ε１，ε２）

Ｄ（ε１） Ｄ（ε２）
．

　 　 选取与物理试验对应的 ７ 个模型（见表 １），它

们被分为 ３ 组来验证新指标的可行性和有效性．
ｙｅ
１（ｘ，θ） ＝ ｓｉｎ（２ｘ － ０．５π）θ ＋ ε１，

ｙｅ
２（ｘ，θ） ＝ ｃｏｓ（０．２５πｘ）θ ＋ ０．２ｘ ＋ ε２ ．

（９）

表 １　 ３ 个测试组的模型

Ｔａｂ．１　 Ｆｏｒｍｕｌａｓ ｏｆ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ ｉｎ ｔｈｒｅｅ ｔｅｓｔ ｃａｓｅｓ

测试组 编号 模型公式

第

１
组

１
ｙｍ１１ ＝ ｙｅ１（ｘ∈［０，６］，θ＝ １．５）

ｙｍ１２ ＝ ｙｅ２（ｘ∈［０，６］，θ＝ １．５），ρε１，ε２ ＝ ０．５

２
ｙｍ２１ ＝ ｙｅ１（ｘ∈［０，６］，θ＝ １．２）

ｙｍ２２ ＝ ｙｅ２（ｘ∈［０，６］，θ＝ １．２），ρε１，ε２ ＝ ０．５

３
ｙｍ３１ ＝ ｙｅ１（ｘ∈［０，６］，θ＝ １．２）

ｙｍ３２ ＝ ｙｅ２（ｘ∈［０，６］，θ＝ １．２），ρε１，ε２ ＝－０．６

第

２
组

４
ｙｍ４１ ＝ ｙｅ１（ｘ∈［０，６］，θ～Ｎ（１．５，０．２２））

ｙｍ４２ ＝ ｙｅ２（ｘ∈［０，６］，θ～Ｎ（１．５，０．２２）），ρε１，ε２ ＝ ０．５

５
ｙｍ５１ ＝ ｙｅ１（ｘ∈［０，６］，θ～Ｎ（１．５，０．４２））

ｙｍ５２ ＝ ｙｅ２（ｘ∈［０，６］，θ～Ｎ（１．５，０．４２）），ρε１，ε２ ＝ ０．５

第

３
组

６
ｙｍ６１ ＝ ｙｅ１（ｘ∈［２，６］，θ＝ １．５）

ｙｍ６２ ＝ ｙｅ２（ｘ∈［２，６］，θ＝ １．５），ρε１，ε２ ＝ ０．５

７
ｙｍ７１ ＝ ｙｅ１（ｘ∈［２，４］，θ＝ １．５）

ｙｍ７２ ＝ ｙｅ２（ｘ∈［２，４］，θ＝ １．５），ρε１，ε２ ＝ ０．５

３．１．１　 测试 １
第 １ 组测试包括 ３ 个模型．模型 １ 与式（９）相

同，是一个完全正确的模型；模型 ２ 与式（９）中的参

数 θ 有差异；模型 ３ 与式（９）相比，不仅参数 θ 发生

了变化，而且试验响应量测量误差的相关系数也发

生了变化．由此可推断出模型 １ 优于模型 ２，模型 ２
优于模型 ３．这组测试的目的是在随机－区间混合不

确定性多输出模型的参数或相关性存在差异的情况

下，讨论所建指标的可行性和有效性．
在本组测试中，模型的随机输入变量的样本容

量 Ｍｍ
Ｒ 为 １０ ０００，试验随机输入变量的样本容量 Ｍｅ

Ｒ

为 １ ０００，区间输入变量样本量 ＮＩ 为 ３００，按照本文

提出的指标求解方法和步骤，计算第 １ 组测试中的

３ 个模型的指标值，计算结果见表 ２．
表 ２　 数字算例的模型确认指标计算结果

Ｔａｂ．２　 Ｍｏｄｅｌ ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ ｍｅｔｒｉｃ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｔｅｓｔ ｃａｓｅ

模型 １ 模型 ２ 模型 ３ 模型 ４ 模型 ５ 模型 ６ 模型 ７

０．０８５ ７ ２．４７２ ８ ５．４４０ ９ ０．４５１ ０ ０．７２５ ７ ０．９２６ ６ ３．１４３ ５

　 　 由表 ２ 可以看出，模型 １ 的指标值最小（０．０８５ ７），
模型 ２ 次之 （２． ４７２ ８），而模型 ３ 的指标值最大

（５．４４０ ９）．通过 ３ 个指标的计算结果，可以清晰地判

断出模型 １ 优于模型 ２，模型 ２ 优于模型 ３，这一判

断结论与定性分析的结论完全一致．此外，依据指标

的数学性质的性质 ３ 可知，模型 １ 的指标值应该收
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敛于 ０，但表 ２ 中模型 １ 的指标值为 ０．０８５ ７，并不为

零．产生这一问题的原因为：在指标求解过程中，
ＦＲｍＬ（ ｒ）、ＦＲｍＵ（ ｒ）、ＦＲｍＬ（ ｒ）和 ＦＲｍＵ（ ｒ）均是通过有限

样本估计所得，这必然会产生一定的误差．如果进一

步增大样本容量， ＦＲｍＬ （ ｒ）、 ＦＲｍＵ （ ｒ）、 ＦＲｍＬ （ ｒ） 和

ＦＲｍＵ（ ｒ）的计算结果将会趋于理论值，这样指标的计

算结果就会趋于零．由此可见，对于参数或相关性存

在差异的随机－区间混合不确定性多输出模型，所
建指标能够有效地度量不同模型与物理试验之间的

差异程度，正确地判断不同模型之间的优劣．
３．１．２　 测试 ２

第 ２ 组测试包括 ２ 个模型．与试验模型相比，模
型 ４ 和模型 ５ 均将参数 θ 作为随机变量．模型 ４ 和

模型 ５ 中参数 θ 的均值与试验模型的参数 θ 相同，
皆为 １．５，但模型 ４ 中 θ 的方差比模型 ５ 的小．由此

可推断出模型 ４ 优于模型 ５．第 ２ 组测试的目的是在

模型参数的分布函数存在很小差异时，验证所建指

标是否能够有效判断不同模型之间的优劣．
同理，可求得第 ２ 组测试中的 ２ 个模型的指标

值，计算结果见表 ２．由表 ２ 可知，模型 ４ 的指标值

（０．４５１ ０）小于模型 ５ 的指标值（０．７２５ ７），由此可判

断出模型 ４ 优于模型 ５，这一判断结论与定性分析的

结论完全吻合．因此，对于参数的分布函数存在很小

差异的随机－区间混合不确定性多输出模型，所建的

指标也能够正确地判断不同模型之间的优劣．
３．１．３　 测试 ３

第 ３ 组测试也包括 ２ 个模型．与试验模型相比，
模型 ６ 和模型 ７ 中随机输入变量与式（９）完全相

同，但区间变量发生了变化．模型 ６ 中变量 ｘ 的区间

下限大于式（９）中 ｘ 的区间下限，模型 ７ 中区间变

量 ｘ 的区间上限小于模型 ６ 中区间变量 ｘ 的区间上

限．因此模型 ６ 优于模型 ７．第 ３ 组测试的目的是在

模型区间变量的取值区间发生变化时，验证所建指

标是否能够有效判断不同模型之间的优劣．
同理，可求得第 ３ 组测试中的 ２ 个模型的指标

值，计算结果见表 ２．由表 ２ 可以看出，模型 ６ 的指标

值（０．９２６ ６）小于模型７的指标值（ ３ ．１４３５） ，由此

可以判断出模型 ６ 优于模型 ７，这一判断结论与定性分

析的结论完全吻合．因此，对于区间变量的取值区间存

在差异的随机－区间混合不确定性多输出模型，所建指

标也能够正确地判断不同模型之间的优劣．
３．２　 工程算例

如图 ５ 所示的矩形截面悬臂梁，自由端承受集

中力 Ｆ∈［１ ０００，１ ５００］，截面宽度 ｂ ＝ ５０ ｍｍ，截面

厚度ｈ＝ ３７ ｍｍ，梁的长度 ｌ ～Ｎ（２，０．０２２），弹性模量

Ｅ～Ｎ（２０６．８，１６２）．输出响应量为梁固定端 Ａ 点的正应

力 σＡ（ＧＰａ）、自由端 Ｂ 点处截面的转角θＢ（ｒａｄ）和

挠度ｙＢ（ｍ），它们试验数据由式（１０）产生，它们的测

量误差分别为εθ ～Ｎ（０，０．００３２）、εｙ ～Ｎ（０，０．００３２）、
εσ ～Ｎ（０，０．０１２）．

σＡ ＝ ６Ｆｌ
ｂｈ２

＋ εσ，

ｙＢ ＝ ４Ｆｌ３

Ｅｂｈ３
＋ εｙ，

θＢ ＝ ６Ｆｌ２

Ｅｂｈ３
＋ εθ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１０）

　 　 为节约试验费用，假设建立了 ６ 个的悬臂梁模

型，这些模型的形式与式（１０）相同，但在输入变量

存在差异，具体见表 ３．为了便于研究，这 ６ 个模型被

分为两组．第 １ 组包括模型 １、模型 ２ 和模型 ３，第 ２
组包括模型 ４、模型 ５ 和模型 ６．与物理试验相比，
第 １ 组中 ３ 个模型的区间输入变量的取值区间与试

验模型相同，但输入随机变量的分布函数的参数相

互之间存在一定差异，第 ２ 组中 ３ 个模型的随机变

量的分布函数与物理试验相同，但区间变量的取值

区间相互不同．由表 ３ 中数据可以判断出，在第 １ 组

模型中，模型 １ 优于模型 ２，模型 ２ 优于模型 ３；在第

２ 组模型中，模型 ４ 优于模型 ５，模型 ５ 优于模型 ６．

A

F

B
F

b

h

l

图 ５　 悬臂梁结构

Ｆｉｇ．５　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

表 ３　 悬臂梁输入变量的参数分布

Ｔａｂ．３　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｉｎｐｕｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

变量 Ｅ ／ ＧＰａ εθ ／ ｒａｄ εｙ ／ ｍ εσ ／ ＧＰａ ｌ ／ ｍ Ｆ

模型 １ Ｎ（２０６．８，１６２） Ｎ（０，０．００３２） Ｎ（０，０．００３２） Ｎ（０，０．００１２） Ｎ（２，０．０２２） ［１ ０００，１ ５００］
模型 ２ Ｎ（１８０．３，１６２） Ｎ（０，０．００３２） Ｎ（０，０．００３２） Ｎ（０，０．００１２） Ｎ（２，０．０２２） ［１ ０００，１ ５００］
模型 ３ Ｎ（１８０．３，１６２） Ｎ（０，０．００３２） Ｎ（０，０．００３２） Ｎ（０，０．００１２） Ｎ（２，０．０３２） ［１ ０００，１ ５００］
模型 ４ — — — — — ［１ １００，１ ５００］
模型 ５ — — — — — ［１ ２００，１ ５００］
模型 ６ — — — — — ［１ ３００，１ ４００］
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　 　 同算例 １ 相似，Ｍｍ
Ｒ 为 １０ ０００，Ｍｅ

Ｒ 为 １ ０００，ＮＩ

为 ５００，这两组模型确认指标计算结果见表 ４．
由表 ４ 可以看出，对于第 １ 组模型，模型 １ 的指

标值（０．０６５ ２）小于模型 ２ 的指标值（１．１９７ ２），模型 ２
的指标值（１．１９７ ２）小于模型 ３ 的指标值（４．７１３ ９），
由此可判断出：模型 １ 优于模型 ２，模型 ２ 优于模型

３；对于第 ２ 组模型，由指标计算结果可判断出：模型 ４
优于模型 ５，模型 ５ 优于模型 ６．由此可见，这两组模型

指标值的判断结论与定性分析结论完全吻合，从而再

次验证了本文所提指标的可行性和有效性．
表 ４　 悬臂梁模型确认指标计算结果

Ｔａｂ．４　 Ｍｏｄｅｌ ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ ｍｅｔｒｉｃ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

模型 １ 模型 ２ 模型 ３ 模型 ４ 模型 ５ 模型 ６

０．０６５ ２ １．１９７ ２ ４．７１３ ９ ０．８５３ ２．４８６ ４．２３４ １

３．３　 模型确认指标的风险分析

虽然上述分析结果表明，在样本充足的情况下，
新指标能够有效解决随机－区间混合不确定性多输

出模型确认问题．但是样本量匮乏时，运用新指标进

行模型确认存在一定的风险．下面以算例 ２ 的第 １
组模型为例，分两种情况进行讨论．
３．３．１　 Ｍｅ

Ｒ 固定，Ｍｍ
Ｒ 变化

在保持 ＮＩ 为 ５００ 情况下，当 Ｍｍ
Ｒ 发生变化时，ｄ

随 Ｍｍ
Ｒ 的变化情况如图 ６ 所示．
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图 ６　 模型确认指标 ｄ 随 Ｍｍ
Ｒ 的变化曲线

Ｆｉｇ．６　 Ｍｏｄｅｌ ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ ｍｅｔｒｉｃ ｄ ｖｅｒｓｕｓ ｔｈｅ Ｍｍ
Ｒ

由图 ６ 可以看出，随着 Ｍｍ
Ｒ 的增大，指标值 ｄ 迅

速减小，波动幅度也趋于减小．当 Ｍｍ
Ｒ ＜５０ 时，由于求

解模型响应量区间上、下限 ＭＤ 分布函数时存在较

大误差，使得 ３ 个模型的指标值很不稳定，并存在相

互重叠的现象．因此，在 Ｍｍ
Ｒ 较少的情况下，运用新

指标对不同模型的优劣进行评判，可能存在错判、误
判风险．但当 Ｍｍ

Ｒ ＞１００ 时，指标值 ｄ 开始趋于收敛．这
一现象表明随着 Ｍｍ

Ｒ 的不断增大，模型响应量区间

上限界的 ＭＤ 分布函数的计算结果趋于它们的理论

解．由此可见，运用新指标进行模型确认时，要尽量

获得充足的模型输入变量样本，以减少由于计算原

因而导致的错判误判风险．

３．３．２　 Ｍｍ
Ｒ 固定，Ｍｅ

Ｒ 变化

在保持 ＮＩ 为 ５００ 的情况下，当 Ｍｅ
Ｒ 发生变化

时，ｄ 随 Ｍｅ
Ｒ 的变化情况如图 ７ 所示．

由图 ７ 可以看出，随着 Ｍｅ
Ｒ 的增大，ｄ 同样迅速

减小并趋于收敛．当 Ｍｅ
Ｒ＜１００ 时，由于在求解试验响

应量区间上、下限的经验 ＭＤ 分布函数时存在较大

误差，使得 ３ 个模型的指标值很不稳定．因此，在试

验样本较少的情况下，运用新指标对不同模型的优

劣进行评判，会存在一定的错判、误判风险．但当

Ｍｅ
Ｒ＞１００时，ｄ 开始趋于稳定并收敛，并能够客观地

评估不同模型与试验的一致性．
由上述分析可知，为了控制新指标的错判、误判

风险，在模型确认时，首先要保证能够获得有效的样

本．由于不同领域的科学问题所建的多输出模型是

不同的，对应的模型确认指标达到稳定收敛状态所

需的有效样本量也是不同的．因此，在模型确认时，
有效样本量的大小要根据具体问题来确定．当样本

量取使指标值达到稳定收敛状态的样本量时，就能

够防止错判、误判问题的发生，保证所选择的随机－
区间混合不确定性多输出模型的正确性．
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图 ７　 模型确认指标 ｄ 随 Ｍｅ
Ｒ 的变化曲线

Ｆｉｇ．７　 Ｍｏｄｅｌ ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ ｍｅｔｒｉｃ ｄ ｖｅｒｓｕｓ ｔｈｅ Ｍｅ
Ｒ

４　 结　 论

１）对于随机－区间混合不确定性下的多输出模

型，当它的随机输入变量按照其联合概率密度在其

取值范围内取所有实现值时，模型输出响应量则为

多维随机区间变量．因此，随机－区间混合不确定性

多输出模型确认的实质上就是比较模型与试验输出

响应量的多维随机区间变量之间的差异程度．
２）运用概率方法和区间理论，将随机不确定性

多输出模型的 ＭＤ 面积指标，推广到随机－区间混合

不确定性多输出模型确认中．将模型与试验输出多

维随机区间变量上、下界的 ＭＤ 分布函数和经验

ＭＤ 分布函数之间的面积差异，定义为新指标，解决

了随机和区间变量共存条件下多输出模型在描述真

实物理试验时的准确性评估方法问题．
３）研究结果表明，在样本充足的情况下，所提
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的新指标在随机－区间混合不确定性多输出模型确

认方面可行有效，但它也有一定的局限性．当样本量

较少时，运用新指标对不同模型的优劣进行评判时，
存在一定的错判误判风险．
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