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翻滚目标安全走廊内的碰撞可能性判断方法
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摘　 要： 在接近空间带大附件翻滚目标过程中，由于目标章动运动，空间会被划分为目标扫过的危险区与不被扫过的安全区．
追踪星在目标安全区内飞行过程中，为规避航天器间的碰撞，应判断追踪星与目标安全区之间是否存在碰撞可能性．为解决这

一问题，参考区域判定法思想，将判断碰撞可能性的问题转化为目标安全区与追踪星轨迹的位置判定问题．通过分析目标安全

区特征与追踪星轨迹特点，分别建立锥面状的目标星安全走廊和椭球状的追踪星位置误差曲面，从而进一步将问题转化为目

标星安全走廊锥面与追踪星位置误差椭球的位置判定问题．经过射影变换和平面投影过程，原锥面与椭球在不改变位置关系

的前提下分别被转化为平面上圆与椭圆．利用平面曲线位置判据，判定圆与椭圆的位置关系，反推出锥面与椭球的位置关系，
从而判断追踪星在目标安全走廊内飞行有无碰撞可能性．数值仿真表明，该方法可以准确判断锥面与椭球的空间位置关系，并
可用于目标安全走廊内的碰撞可能性判断．
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　 　 人类航天活动的逐渐频繁，使得目前空间中存

在的失效航天器日益增多，对失效航天器进行相应

空间操作如维修、补给、抓捕等，可使其工作寿命延

长、回收关键零部件或减少太空垃圾，这对航天技术

的长远发展意义重大．在这一过程中，需要运用航天

器近距离交会对接技术使得追踪星接近失效目

标［１］ ．在交会对接任务中，失效目标由于在空间中呈

翻滚状态，同时不能提供信息且不可控制，对接近过

程尤其是近距离接近过程造成许多困难，相比于合

作目标，对失效目标的接近危险程度更高，复杂程度

也更高．所以，对于接近失效目标的任务，航天器间

出现碰撞的可能性更大．为了更安全地接近失效目

标，就必须对其接近轨迹的安全性进行分析，规避碰

撞风险．
针对这一问题，国内外学者尝试用多种方法判别



碰撞，主要分为区域判定法（Ｂｏｘ 法）和碰撞概率法．
Ｂｏｘ 法主要思想是对区域进行划分，将进入设定预警

区域的行为均视为危险［２］ ．近年来，国内学者分别对

碰撞概率显示表达式及灵敏度分析［３］、碰撞模型及概

率快速算法［４］和碰撞概率的数值计算方法［５］ 进行了

较为深入的研究，国外学者则对空间碎片与航天器间

的碰撞概率［６］、近地微小碎片间的碰撞概率［７］，紧急

情况下最大碰撞概率［８］ 和高斯误差分布下的球形航

天器间碰撞概率［９］分别展开了研究．
前期的碰撞研究，包括航天器间或空间碎片间，

主要是以被研究目标初始位置相距较远为前提进行

碰撞预警或碰撞概率计算，主要起到轨道预报的作

用．而对于交会对接的最后段，对目标安全走廊内碰

撞问题研究较少，然而在对失效目标的最后抓捕段，
接近危险程度高，所以最后对碰撞预警、碰撞预判和

碰撞规避的需求也同样存在．张大伟等［１０］ 将人工势

函数法与椭圆蔓叶线函数结合，提出了目标安全走

廊内的制导方法，但对于安全走廊内的碰撞判断问

题，目前还未有较为全面细致的方法．
为了对空间翻滚目标安全走廊内的碰撞问题进

行判断，本文参考 Ｂｏｘ 法的思想，建立了目标安全走

廊锥面模型及追踪星位置误差椭球模型，通过判断

椭球是否与锥面相交来判断安全走廊内的运动是否

危险．将锥面模型首先射影变换为圆柱面，并将同样

变换施加到椭球面上，再将变换所得的圆柱面和椭

球变换后对应的曲面分别向平面投影，并标准化，得
平面标准圆与椭圆．由于射影变换与仿射变换空间

曲面、曲线位置不变，利用平面曲线位置判据，可以

判别标准圆与椭圆的位置关系，反推获得原锥面与

误差椭球的位置关系，从而判断是否存在碰撞危险．

１　 问题描述

为方便问题描述，采用如下坐标系：ＥＣＩ 坐标

系，记为 Ｉ 系；目标航天器 ＬＶＬＨ 坐标系，记为 Ｌ 系．
１．１　 非合作目标安全走廊模型

由文献［１１］可知轴对称自由刚体在惯性空间

绕它对质心的动量矩ＨＩ 作圆锥运动，ＨＩ 为守恒量，
在惯性空间方向不变．虽然航天器一般不满足轴对

称性质，但此处不需关心目标星在空间中具体运动

规律，只需确定它在空间中可能扫过的范围即可．
本文以空间中带大附件的翻滚目标为目标星，

为方便建模，将目标星简化为主体为立方体、两侧带

长方体帆板的对称卫星，其平面图如图 １ 中简化卫

星模型所示．
假设目标星的最大惯量主轴所在方向为 ｘ＾ ，章

动角 ϑ ϑ＞０( ) 为 ｘ＾ 与ＨＩ 之间的夹角，满足：ϑ ＝

ａｒｃｃｏｓ ｘ＾ ·ＨＩ ／ ＨＩ ｘ＾( )( ) ．取 ϑ 最大值 ϑｍ，由于章

动角越大，目标的转动越剧烈，假设 ｘ＾ 在空间中绕

ＨＩ 以 ϑｍ 为半锥角做圆锥运动，这种情况下已将 ϑ
为其他值的情况全部包含在内．选取目标星章动最

大的状态作为模型基础，可使得结果更加安全．
ｘ＾ 在空间中绕ＨＩ 以 ϑｍ 为半锥角做圆锥运动

时，目标星两翼帆板在空间中扫过的区域均是危险

的，剩下未扫过的区域为以目标星质心为顶点的对

称锥面区域．考虑到追踪星只能从目标星的一侧接

近，去掉另一侧锥面区域后，目标星的安全区为单侧

锥面区域．设 ｘ＾ 与帆板边缘间的夹角为 η，易得目标

星单侧锥面安全区的半锥角为 θｍ ＝η－ϑｍ，则目标在

空间中由旋转所划分的安全区与危险区平面示意如

图 １ 所示．

危险区

简化卫星模型
安全区θm

η�m

x̂

HI

图 １　 目标安全区平面示意

Ｆｉｇ．１　 Ｐｌａｎ ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｓａｆｅ ｚｏｎｅ

图 １ 中对于不围绕最大惯量主轴旋转的目标，
同理，确定目标转轴到其两侧边缘夹角和最大章动

角，按照旋转规律确定安全锥面即可．
虽然Ｈ Ｉ 在 Ｉ 系中为常矢量，但由于接近问题

许多情况下要在 Ｌ 系下考虑．记 Ｌ 系下的目标自旋

角动量为ＨＬ， Ｉ 系到 Ｌ 系的转换矩阵为ＣＬ
Ｉ ，则有：

ＨＬ ＝ＣＬ
Ｉ Ｈ Ｉ ．由于ＣＬ

Ｉ 是随时间变化的，经分析可知，
ＨＬ 的运动规律为绕 Ｌ 系 ｚ 轴做圆锥运动，运动周

期等于目标星轨道周期，因此，安全走廊的设计应

考虑时间因素．对于追踪星在目标安全区内停留的

时间段 ｔ１ ～ ｔ２，ＨＬ 在 Ｌ 系中的方向是变化的，如图 ２
所示．

图 ２ 中的长点划线和短点划线分别表示 ｔ１ 时

刻与 ｔ２ 时刻目标的安全区，考虑到对目标建模过程

中可能存在测量误差或近似误差，取误差角 ε
ε＞０( ) ，去掉误差角 ε 后，实线表示 ｔ１ 时刻的去误差

安全区边界，虚线表示 ｔ２ 时刻的去误差安全区边界．
对于追踪星在目标安全走廊内飞行时间相对较短的

情况，即ＨＬ ｔ１( ) 与ＨＬ ｔ２( ) 有较大交集时，可取ＨＬ ｔ１( )

与ＨＬ ｔ２( ) 的交集作为安全走廊，交集所形成的新锥

面的中心线方向及半锥角可取为
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ｎ ＝ ＨＬ

ｔ１ ＋ ｔ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＨＬ

ｔ１ ＋ ｔ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

θ ＝ θｍ － ε － ａｒｃｃｏｓ
ＨＬ ｔ１( )·ＨＬ ｔ２( )

ＨＬ ｔ１( ) ＨＬ ｔ２( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ２．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

　 　 通过取交集作为安全走廊的方法，可在计算过

程中使得走廊中心线 ｎ 在 Ｌ 系下固定，方便追踪星

的运动规律设计，同时使得安全结果更为保守．带大

附件失效目标一般为高轨道卫星，轨道周期相对较

长，使用该方法一般可行．但对某些特殊情况，如目

标轨道太低，或在走廊内停留时间太长，导致ＨＬ ｔ１( )

与ＨＬ ｔ２( ) 交集过小或不存在交集的情况，则该方法

不再适用，此时必须考虑ＨＬ 的时变性．
t2:去误差

安全区边界

t2:安全区边界

接
近
走
廊
边
界

t1:安全区边界

n

t1:去误差
安全区边界

HL(t1)

HL(t2)θ

图 ２　 目标安全走廊平面示意

Ｆｉｇ．２　 Ｐｌａｎ ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｓａｆｅ ｃｏｒｒｉｄｏｒ

１．２　 追踪星位置误差模型

在 Ｌ 系下，追踪星的状态可由位置 ｒ 和速度 ｖ
表示，设 ｘ－ 为追踪星在安全走廊内的标称状态，ｘ 为

实际状态：ｘ－ ＝ ｒ－Ｔ，ｖ－ Ｔ( ) Ｔ，ｘ ＝ ｒＴ，ｖＴ( ) Ｔ ．记状态误差矢

量为 δｘ，则有：δｘ ＝ ｘ－ｘ－ ＝ δｒＴ，δｖＴ( ) Ｔ；记状态误差协

方差为 Ｐ，Ｐ 是一个 ６×６ 的实对称矩阵，则根据线性

系统的描述函数理论可得航天器标称状态和协方差

的传播方程组：

ｘ－
·

ｔ( ) ＝ Ｆｘ－ ｔ( ) ＋ Ｂｕ，

Ｐ
·

ｔ( ) ＝ ＦＰ ｔ( ) ＋ Ｐ ｔ( ) ＦＴ，{
式中，ｕ 为航天器所受合外力．由文献［１２］可知，随
机变量 ｘ 位于以标称状态矢量 ｘ－ 为球心的一个超椭

球内，此椭球的椭球面可表示为

ｘ － ｘ－( ) Ｔ Ｐ －１ ｘ － ｘ－( ) ＝ ｌ２，
式中，ｌ 为马氏距离常数，该式所描述是航天器 ６ 维

全状态空间误差超椭球．为判断航天器与目标安全

走廊的位置关系，还需将位置误差子椭球从超椭球

中提取出来．矩阵 Ｐ 是 ６×６ 的实对称矩阵，可被划分

为对应 δｒ 和 δｖ 的对称矩阵块：

Ｐ ＝
Ｐｒｒ Ｐｒｖ

Ｐｖｒ Ｐｖｖ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，Ａｒｒ ＝ Ｐ －１

ｒｒ ／ ｌ２， （１）

式中，Ａｒｒ即为位置误差子椭球的对应矩阵．
为了补偿追踪星自身形状或姿态对位置误差椭

球的影响，尤其是在误差椭球的边缘处消除由于追

踪星形状或姿态引起的不确定因素，使得误差椭球

能够涵盖所有协方差为 Ｐ 下的追踪星上任一点的

可能位置，根据追踪星的星体特征对追踪星作星体

包络椭球 Ｕ，如图 ３ 所示．

图 ３　 追踪星星体包络椭球

Ｆｉｇ．３　 Ｅｎｖｅｌｏｐｅ ｅｌｌｉｐｓｏｉｄ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｓｅｒ
由图 ３ 可知，追踪星上所有的点均在椭球 Ｕ 内．

设椭球 Ｕ 的最长轴为 ｕ，标称位置误差椭球的最短

轴为 ａ，对式（１）作如下处理：
ｋ ＝ ａ ／ ｕ ＋ ａ( ) ，　 Ａ ＝ ｋ２ Ａｒｒ，

用处理后的 Ａ 表示追踪星位置误差椭球，会在Ａｒｒ表

示的标称位置误差椭球基础上，扩大椭球半轴，使得

新椭球完全涵盖星体包络椭球 Ｕ，借此消除追踪星

星体形状或姿态对后续判断结果的影响．因此，追踪

星位置误差椭球为

ｒ － ｒ－( ) ＴＡ ｒ － ｒ－( ) － １ ＝ ０．
１．３　 两模型在空间中的位置

设锥面顶点为 Ｏ１，以 ｎ 所在直线为中心线，设
以中心线为法线且与锥面仅相交于 Ｏ１ 的平面为投

影平面．以 Ｏ１ 为坐标原点建立 Ｏ１ｘ１ｙ１ｚ１ 坐标系，记
为 Ｓ１ 系，其中，ｚ 轴沿着中心线方向，ｘ 与 ｙ 轴在投

影平面上，构成右手坐标系．
在 Ｓ１ 系下，目标航天器的安全锥面走廊可表示为

ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ （ｈｔａｎ θ） ２，
ｚ ＝ ｈ，{

式中，θ为锥面走廊半锥角，消去 ｈ则可得锥面走廊公式为

ｘ２ ＋ ｙ２

ｔａｎ２θ
－ ｚ２ ＝ ０． （２）

　 　 设 Ｘ＝ ｘ，ｙ，ｚ，１( ) ，则用二次型 ＸＢ０ＸＴ ＝ ０ 的形式

表示式（２），则可得 Ｓ１ 系下表示锥面对应矩阵Ｂ０ 为

Ｂ０ ＝

１ ／ ｔａｎ２θ ０ ０ ０
０ １ ／ ｔａｎ２θ ０ ０
０ ０ － １ ０
０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

．

（注：为方便表达，后续用矩阵符号表示对应曲面或

曲线，如：Ｂ０ 为锥面）
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由于位置误差椭球在 Ｌ 系下求出，定义 Ｌ 系到

Ｓ１ 系的坐标转换矩阵为Ｃ１
Ｌ，则表征误差椭球大小的

矩阵 Ａ 和对应标称位置 ｒ－ 在 Ｓ１ 系下的表达式为

Ａ ＝ Ｃ１
ＬＡ Ｃ１

Ｌ
Ｔ，　 ｒ－ １ ＝ Ｃ１

Ｌｒ
－ ＝ ｒ－ １ｘ，ｒ

－
１ｙ，ｒ

－
１ｚ( ) Ｔ，

将 Ａ 转换为二次型：ＸＡ－ ＸＴ ＝ ０，则可得四阶矩阵：Ａ
－
＝

ｄｉａｇ Ａ，－１( ) ，Ａ
－
为 Ｓ１ 系下表示误差椭球的矩阵．此

时椭球中心在 Ｏ１ 处，为了正确表达误差椭球在 Ｓ１

系下的位置，需要将椭球中心从 Ｏ１ 处平移至ｒ－ １ 处，

对 Ａ
－
所表示的椭球作以下代换：

ｆ ＝ ＸＡ
－
ＸＴ，

ｆ′ ＝ ｆ Ｘ － ｒ－ １( ) ．{
式中，ｆ′对应的二次型矩阵记为 Ａ０，Ａ０ 为 Ｓ１ 系下的

中心为ｒ－ １ 的椭球．
１．４　 两曲面可能存在的位置关系

为明确计算所得的目标锥面安全走廊和追踪星

位置误差椭球在空间中可能存在的位置关系，应讨

论空间中椭球与锥面的位置关系，结合安全走廊内

碰撞问题的背景，除去椭球与锥面外离、椭球与锥面

外切、以及锥顶点在椭球上或椭球内的情况，共有如

下几种情况：１）椭球在锥面内；２）椭球与锥面仅有 １
个切点；３）椭球与锥面有 ２ 个以上切点；４）椭球与

锥面有 １ 个切点，２ 个交面；５）椭球与锥面有 １ 个交

面；６）椭球与锥面有 ２ 个交面．
参考 Ｂｏｘ 法的思想，若判断安全走廊内是否存

在碰撞风险，应判断追踪星是否进入了危险区域．显
然，对于目标安全走廊内的飞行问题，走廊外部的区

域全部视为危险区域，只有追踪星轨迹全部处于走

廊内部才视为安全．因此，目标安全走廊内的碰撞判

断问题，与判断走廊锥面与追踪星位置误差椭球的

位置关系是等价的，考虑上述可能存在的位置关系，
将走廊锥面与误差椭球位置关系简化为 ３ 种：内含、
内切与相交，并与碰撞判断结果一一对应，见表 １．

表 １　 曲面位置判断与碰撞结果判断对应关系

Ｔａｂ．１ 　 Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎｓ ｏｆ
ｓｕｒｆａｃｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ

情况 曲面位置判断 碰撞可能判断

１） 内含 无碰撞

２）、３） 内切 临界

４）、５）、６） 相交 可能碰撞

　 　 需要说明的是，在判断出曲面相交后，对应的碰

撞判断结果是可能碰撞，而非一定碰撞．由于追踪星

位置误差椭球是一定概率阈值内，追踪星在标称位

置附近的实际位置的集合．所以，若误差椭球与锥面

相交，是说明在一定概率下产生碰撞，而非绝对碰

撞，而概率的大小跟 Ｐ 有关，此处不做深入讨论，此
处仅认为两曲面相交有碰撞可能，为危险情况，以此

为目标星在安全走廊内的标称轨迹规划及设计提供

评估轨迹安全性的参考．

２　 碰撞判断代数判据

由于直接判断空间中锥面与椭球面的位置关系

较为困难，因此本文利用射影定理，即经射影变换，
原曲面间的位置关系不改变的原理［１３］，将原问题做

如下变换：１）将锥面射影变换成圆柱面，并将变换

同样施加到椭球面上；２）在圆柱面的垂直面投影，
得到圆柱面和椭球射影变换后曲面所对应的两条平

面二次曲线．由此，利用平面二次曲线间的代数判

据，判断两二次曲线间的位置关系，从而获得原问题

的解．
２．１　 走廊锥面与误差椭球位置问题的转化

为判断圆锥面与椭圆面间的位置关系，需对其

进行射影变换．应注意的是，在变换前应检查 Ｓ１ 系

的 ｘｙ 平面是否穿过或切于椭球 Ａ０，若 ｘｙ 平面与 Ａ０

有交点，由客观特征可直接判断 Ａ０ 与Ｂ０ 相交，不需

再进行变换．由于 Ａ０ 为椭球，故 ｘｙ 平面与 Ａ０ 若存

在交点，则相交所得曲线必为椭圆或一个点．令椭球

Ａ０ 中的 ｚ 坐标为 ０，得到曲线 ｆ ×为

　 　 　 　 ｆ ×：
ｆ ＝ ［ｘ，ｙ，ｚ，１］Ａ０ ［ｘ，ｙ，ｚ，１］ Ｔ

ｚ ＝ ０，{ ，

若 ｆ ×是实椭圆或一个点，则说明 ｘｙ 平面与 Ａ０ 相交，
可得 Ａ０ 与Ｂ０ 相交，结束计算．

若 ｘｙ 平面与 Ａ０ 无交点，取过 Ｓ１ 系原点 Ｏ１ 的

平面 Ｆ 使 Ｆ 与Ｂ０ 只交于 Ｏ１，做射影变换 Ｐ 使 Ｆ 变

为无穷远平面．Ｂ０ 变换为标准圆柱面，记为 Ｂ１，同时

椭球 Ａ０ 变换为新的曲面，记为Ａ１ ．

在本文中，取 Ｍ ＝

ｔａｎ θ ０ ０ ０
０ ｔａｎ θ ０ ０
０ ０ ０ １
０ ０ １ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
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ú
ú
ú

，则可

得变换后的圆柱面 Ｂ１ 和新曲面Ａ１ 为：
Ｂ１ ＝ ＭＢ０ＭＴ，Ａ１ ＝ ＭＡ０ＭＴ，

这样，原锥面Ｂ０ 和椭球 Ａ０ 就分别变换为了柱面 Ｂ１

和曲面Ａ１，因射影变换原位置关系不变的特性，Ａ０

与Ｂ０ 的位置关系问题就转换为了Ａ１ 与 Ｂ１ 的位置

关系问题．
直接判定 Ａ１ 与 Ｂ１ 的位置关系仍不容易，但由

于 Ｂ１ 为柱面，故可以通过向底面投影判断曲面间有

无交点．由 Ｂ１ 的形式可看出，该圆柱面的母线是沿 ｚ
方向的，因此将Ａ１ 与 Ｂ１ 分别向 ｘｙ 平面投影，记投

影后曲线分别为 ＣＡ 与 ＣＢ ．
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由上述易知圆柱面的投影曲线 ＣＢ 的形式为：
ｘ２＋ｙ２－１＝ ０．为求出投影曲线 ＣＡ，做如下计算：

　 　 　 　 　 　 ＣＡ：
ｆ ＝ ＸＡ１ＸＴ ＝ ０，
∂ｆ
∂ｚ

＝ ０．

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 该方程组消去变量 ｚ 后，即得到曲线 ＣＡ，经实

验可得，当 ｘｙ 平面与 Ａ０ 不相交时，ＣＡ 为椭圆（此处

自动满足该条件） ．设 Ｘ′＝ ［ｘ，ｙ，１］，则 ＣＡ 可化为平

面二次型 Ｘ′Ａ２ Ｘ′Ｔ ＝ ０，得矩阵Ａ２，同理可得 ＣＢ 对应

的二次型矩阵Ｂ２ ．
由此，在 Ａ０ 不与 ｘｙ 平面相交情况下，原锥面Ｂ０

与椭球 Ａ０ 的位置判断问题可转化为平面圆Ｂ２ 与椭

圆Ａ２ 的位置判断问题，过程如图 ４ 所示．

B0

A0 A1

B2z

x
y

z
y

投影射影变换
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x

x

图 ４ 　 椭球与锥面位置问题的平面转化过程

Ｆｉｇ． ４ 　 Ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｇ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃｏｎｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｌｌｉｐｓｏｉｄ ｔｏ ｐｌａｎａｒ ｏｎｅ

２．２　 平面上圆与椭圆的位置关系判据

由文献［１３－１４］可知，对于平面上简化的圆与椭圆：

Ａ：ｘ
２

ａ２
＋ ｙ２

ｂ２
＝ １，　 （０ ＜ ａ ≤ ｂ，１ ≤ ｂ）

Ｂ：（ｘ － ｘ０） ２ ＋ （ｙ － ｙ０） ２ ＝ １，
（３）

其对应的二次型矩阵分别为：

Ａ＝
１／ ａ２ ０ ０
０ １／ ｂ２ ０
０ ０ －１
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，　 Ｂ＝

１ ０ －ｘ０
０ １ －ｙ０
－ｘ０ －ｙ０ －１＋ｘ２０ ＋ｙ２０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
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，

可由其广义特征多项式 ｆ λ( ) ＝ｄｅｔ λＡ＋Ｂ( ) 来判断圆

与椭圆的关系．
由图 ４ 可知，投影后，坐标原点在Ｂ２ 即单位圆

的中心，为使Ａ２ 与Ｂ２ 满足式（３）中的形式，应使坐

标原点平移至椭圆中心，并使得 ｙ 轴对应椭圆的长

轴方向．
在式（３）中，需满足 ｂ≥１（ｂ 为椭圆长轴），才能

使用位置判据．但事实上，投影后的椭圆 ＣＡ 的长轴

不一定满足该条件，此处需分类讨论，并引入标志位

Ｆｌａｇ 进行区分．对于 ｂ≥１ 的情况，需进行曲线标准

化过程，标准化后的Ａ２ 和Ｂ２ 分别对应式（３）中的 Ａ
和 Ｂ，并记 Ｆｌａｇ ＝ ０，过程如图 ５（ａ）所示．对于 ｂ＜１ 的

情况，在经标准化后，还需将椭圆 ＣＡ 仿射变换为圆

Ｃ∗
Ａ ，同时圆 ＣＢ 仿射变换为椭圆 Ｃ∗

Ｂ ，再次经标准化

后，Ｃ∗
Ａ 和 Ｃ∗

Ｂ 分别对应的矩阵Ａ∗
２ 和Ｂ∗

２ 此时分别对

应式（３）中的 Ｂ 和 Ａ，记 Ｆｌａｇ＝１，如图 ５（ｂ）所示．

y
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B2

x

y

x

y

x
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x

长短轴定位平移 转轴

椭圆长轴≥1Flag=0A2�AB2�B

(a)b≥1时的标准化过程

(b)b＜1时的标准化过程

椭圆长轴＜1Flag=1B2�AA2�B
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图 ５　 投影后椭圆与圆的标准化过程

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌｌｉｐｓｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｉｒｃｌｅ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｆｔｅｒ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

结合安全走廊内碰撞判断的客观存在条件，不考

虑 Ａ 与 Ｂ 相离或外切的情况，并将重合视为内切的 １
种，则对应广义特征函数 ｆ（λ）＝ ｄｅｔ λＡ＋Ｂ( ) ＝ ０ 的解，
根据文献［１４］中的结论，可得以下位置代数判据．

判据 １　 ｆ（λ）有虚根⇒Ａ 与 Ｂ 相交．
判据 ２　 ｆ（λ）有 ３ 个相异负根，均属于（ －¥，

－ａ２］，但至多一个为－ａ２⇒Ａ 与 Ｂ 相交．
判据 ３　 ｆ（λ）有负重根，均属于（ －¥，－ａ２］，但

至多一个为－ａ２⇒Ａ 与 Ｂ 相交．
判据 ４　 ｆ（λ）有 ３ 个相异负根，且其中两个属

于［－ａ２，０）⇒Ｂ 内含于 Ａ．
判据 ５　 ｆ（λ）有负重根，属于（－ａ２，０）⇒Ｂ 内切

于 Ａ．
判据 ６　 ｆ（λ）的解刚好为｛ －ａ２，－ａ２，－ｂ２ ／ ａ２｝，

若 ａ２＞ｂ⇒Ｂ 内含于 Ａ，若 ａ２≤ｂ⇒Ｂ 内切于 Ａ．
由上述位置判据，可判断平面上 Ａ 与 Ｂ 的位置

情况，获得二次曲线Ａ２ 和Ｂ２ 或Ａ∗
２ 和Ｂ∗

２ 的位置关

系，进一步反推二次曲面Ａ１ 和 Ｂ１ 的关系，从而获得

原问题目标安全走廊 Ａ０ 和航天器误差椭球Ｂ０ 的位

置关系．

３　 安全走廊内碰撞判断主要步骤

对于追踪星于无控翻滚失效目标安全走廊内的

碰撞可能性判断问题，其判断主要步骤如下．
步骤 １　 根据两航天器的动力学特性和外形特

征，建立目标安全走廊圆锥面模型与误差椭球模型．
步骤 ２　 建立 Ｓ１ 系，并记 Ｓ１ 系下圆锥面与误

差椭球的二次型对应矩阵分别为Ｂ０ 与 Ａ０ ．
步骤 ３　 将 ｚ＝ ０ 带入 Ａ０ 所在方程，得曲线 ｆ ×，

判断 ｆ ×是否为实椭圆或一个点，若是，则说明 ｘｙ 平

面与 Ａ０ 有交点，Ｂ０ 与 Ａ０ 相交，计算结束．
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步骤 ４　 将Ｂ０ 射影变换为标准圆柱面，同时

Ａ０ 进行相同变换，记变换后分别为 Ｂ１ 和Ａ１ ．
步骤 ５　 将 Ｂ１ 和Ａ１ 分别向 ｘｙ 平面投影，得圆

ＣＢ 和椭圆 ＣＡ ．
步骤 ６　 将椭圆标准化，并在圆上施加同样的

变换，得变换后两曲线对应二次型矩阵Ａ２ 和Ｂ２ ．
步骤 ７　 判断Ａ２ 长轴，若长轴大于等于 １，将Ａ２

和Ｂ２ 分别对应标准椭圆 Ａ 与标准单位圆 Ｂ，记符号

Ｆｌａｇ ＝ ０，并跳至步骤 ９．
步骤 ８　 将Ａ２ 仿射变换为圆，并在Ｂ２ 上施加相

同变换成为椭圆，重复步骤 ６，标准化后分别记为

Ａ∗
２ 和Ｂ∗

２ ，并分别对应标准单位圆 Ｂ 和标准椭圆 Ａ，
记符号 Ｆｌａｇ ＝ １．

步骤 ９　 定义广义特征函数 ｆ（λ）＝ ｄｅｔ λＡ＋Ｂ( ) ，
获得 ｆ λ( ) ＝０ 的解，根据平面圆与椭圆位置代数判据

获得 Ａ 与 Ｂ 的位置关系．
步骤 １０　 根据 Ａ 与 Ｂ 的位置关系获得原问题

Ａ０ 与Ｂ０ 的位置关系：
１）Ａ 与 Ｂ 相交⇒Ａ０ 与Ｂ０ 相交，危险；
２）Ｂ 内切于 Ａ⇒若 Ｆｌａｇ ＝ ０，Ｂ２ 内切于Ａ２⇒Ａ０

与Ｂ０ 相交危险；若 Ｆｌａｇ ＝ １，Ａ０ 内切于Ｂ０，临界状态；
３）Ｂ 内含于 Ａ⇒若 Ｆｌａｇ ＝ ０，Ｂ２ 内含于Ａ２⇒Ａ０

与Ｂ０ 相交危险；若 Ｆｌａｇ ＝ １，Ａ０ 内含于Ｂ０，安全；计算

结束．

４　 数值仿真

４．１　 锥面与椭球位置判断仿真

为验证文中提出的目标安全走廊内碰撞判断方

法，取表 １ 中内含、内切、相交情况中各一种进行仿

真计算．
４．４．１　 内含

取表 １ 中内含进行仿真计算，见表 ２、３ 以及如

图 ６ 所示．
４．１．２　 内切

取表 １ 中内切进行仿真计算，见表 ４、５ 以及如

图 ７ 所示．
４．１．３　 相交

取表 １ 中相交进行仿真计算，见表 ６、７ 以及如

图 ８ 所示．
表 ２　 曲面二次型矩阵参数（内含）

Ｔａｂ．２　 Ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｍａｔｒｉｘ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ（ｉｎｃｌｕｄｅｄ）

曲面 锥面 椭球面

对应

矩阵
Ｂ０ ＝

３ ０ ０ ０
０ ３ ０ ０
０ ０ －１ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ａ０ ＝

２ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ －１５
０ ０ －１５ ２０９

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

表 ３　 曲面判定过程及结果（内含）
Ｔａｂ． ３ 　 Ｐｒｏｃｅｓｓ ａｎｄ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ

ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｕｒｆａｃｅｓ（ｉｎｃｌｕｄｅｄ）

广义特征方程的根 λ１ λ２ λ３

值 －８．７１ －４．３５ －１．０
平面判断结果 属判据 ４，Ｂ 内含于 Ａ
曲面判断结果 Ｆｌａｇ＝ １，椭球内含于锥面
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图 ６　 判断椭球内含于锥面的过程

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｆｏｒ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｅｌｌｉｐｓｏｉｄ ｉｎｃｌｕｄｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｅ
表 ４　 曲面二次型矩阵参数（内切）

Ｔａｂ．４　 Ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｍａｔｒｉｘ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ（ｔａｎｇｅｎｔ）
曲面 锥面 椭球面

对应

矩阵
Ｂ０ ＝

３ ０ ０ ０
０ ３ ０ ０
０ ０ －１ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ａ０ ＝

１ ０ ０ ０
０ ２ ０ ０
０ ０ １ －１２
０ ０ －１２ １０８

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

表 ５　 曲面判定过程及结果（内切）
Ｔａｂ． ５ 　 Ｐｒｏｃｅｓｓ ａｎｄ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ

ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｕｒｆａｃｅｓ（ｔａｎｇｅｎｔ）

广义特征

方程的根
值

平面判

断结果

曲面判

断结果

λ１ －２．０
λ２ －１．０
λ３ －１．０

属判据 ６，
Ｂ 内切于 Ａ

Ｆｌａｇ＝ １，椭
球内切于锥面
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图 ７　 判断椭球内切于锥面的过程
Ｆｉｇ． ７ 　 Ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｆｏｒ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｅｌｌｉｐｓｏｉｄ ｉｎｔｅｒｎａｌｌｙ

ｔａｎｇｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｅ
表 ６　 曲面二次型矩阵参数（相交）

Ｔａｂ．６　 Ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｍａｔｒｉｘ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ（ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｅｄ）

曲面 锥面 椭球面

对应

矩阵
Ｂ０ ＝

３ ０ ０ ０
０ ３ ０ ０
０ ０ －１ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ａ０ ＝

１ ０ ０ ０
０ ０．５ ０ ０
０ ０ １ －１２
０ ０ －１２ １０８

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
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表 ７　 曲面判定过程及结果（相交）
Ｔａｂ． ７ 　 Ｐｒｏｃｅｓｓ ａｎｄ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ

ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｕｒｆａｃｅｓ（ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｅｄ）

广义特征

方程的根
值

平面判

断结果

曲面判

断结果

λ１ －２．０
λ２ －１．０
λ３ －１．０

属判据 ６，
Ｂ 内切于 Ａ

Ｆｌａｇ＝ ０，椭球

与锥面相交

A2

B2

A0
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图 ８　 判断椭球相交于锥面的过程

Ｆｉｇ．８　 Ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｆｏｒ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｅｌｌｉｐｓｏｉｄ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｅ

在内含、内切仿真中，由图 ６、７ 可看出，曲面 Ａ０

和Ｂ０ 经射影变换和投影后，平面单位圆Ｂ２ 半径大于

平面椭圆Ａ２ 长轴，故进行了安全走廊内碰撞判断的

步骤 ８，将问题重新规划，使得Ａ２ 对应判据标准圆 Ｂ，
Ｂ２ 对应判据标准椭圆 Ａ，并记 Ｆｌａｇ ＝ １．而在相交中，
Ａ２ 长轴大于Ｂ２ 半径，则Ａ２ 和Ｂ２ 分别对应 Ａ 和 Ｂ，同
时 Ｆｌａｇ＝０．比较内切、相交并结合图 ７、８ 可发现，其平

面判断结果是相同的，但因 Ｆｌａｇ 值的不同，其曲面判

断结果是不同的，这是因为 Ａ０ 和Ｂ０ 经射影变换后，
原锥面变换为单位圆Ｂ２，虽然在平面上Ｂ２ 与Ａ２ 属内

切关系，但还原到曲面上，两者可能是相交的，对于平

面内含的结果也同样如此．因此在判断过程中记录

Ｆｌａｇ 的值并用于最终结果判断是必要的．
由上述 ３ 组仿真可看出，将锥面与椭球的位置

关系问题变换为平面圆与椭圆的问题进行判断是可

行的，平面曲线的判断结果经过 Ｆｌａｇ 值的辨别可用

于反推曲面的判断结果，其判断结果准确．
４．２　 目标安全走廊内碰撞判断仿真

假设目标星为运行在轨道高度为 Ｒ＝ ２６ １１５ ｋｍ
圆轨道上的空间翻滚对称失效卫星，其外形可以简

化为非合作目标安全走廊模型中卫星模型，计算可

得目标星轨道周期为 Ｔ ＝ ２π Ｒ３ ／ μ ＝ ４５ ０００ ｓ．设目

标星的最大惯量轴距太阳帆板边缘角为理想值 η ＝
π ／ ２，最大章动角 ϑｍ ＝ １１π ／ ４０，则可得 θｍ ＝ ９π ／ ４０．
假设追踪星在目标星安全走廊内停留的时间为

ｔ２－ｔ１ ＝ １ ５００ ｓ，假设目标星动量矩在 ｔ１ 时刻为

ＨＬ（ ｔ１） ＝ （ｓｉｎ（π ／ ３０），ｃｏｓ（π ／ ３０），０） Ｔ，
则计算可得ＨＬ（ ｔ２）＝ （－ｓｉｎ（π ／ ３０），ｃｏｓ（π ／ ３０），０） Ｔ ．
由于走廊内停留时间与目标轨道周期相比相对较

小，故可以取ＨＬ（ ｔ１）和ＨＬ（ ｔ２）的交集作为安全走廊，
取误差角 ε ＝ π ／ ４０，可得走廊中心线方向及锥面半

锥角为

ｎ ＝ ＨＬ

ｔ１ ＋ ｔ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＨＬ

ｔ１ ＋ ｔ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，１，０( ) Ｔ，

θ ＝ θｍ － ε － ａｒｃｃｏｓ
ＨＬ ｔ１( )·ＨＬ ｔ２( )

ＨＬ ｔ１( ) ＨＬ ｔ２( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ／ ２ ＝ π ／ ６．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

　 　 假设追踪星在目标星 Ｌ 系下的初始位置为ｒ－ ０ ＝
（０，１７０，０） Ｔ，假定追踪星在 Ｌ 系下以速度 ｖ ＝
０．１（ｍ ／ ｓ）沿－ｙ 轴匀速接近目标星，则追踪星标称位

置为 ｒ－ ＝（０，１７０－ｖｔ，０） Ｔ，标称速度为 ｖ－ ＝ （０，－ｖ，０） Ｔ，
ｔ 为追踪星在走廊内的飞行时间，设 Ｔ 为当前时刻，
则有：ｔ＝Ｔ－ｔ１≤ｔ２－ｔ１ ．取追踪星星体包络椭球最长半

轴 ｕ＝ ３ ｍ．设追踪星初始误差相关参数为：

Ｐｖｖ（０）＝ １０－６

１ ０ ０
０ ４ ０
０ ０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

Ｔ

，　 Ｐｒｒ（０）＝ １０－４

４ ０ ０
０ １００ ０
０ ０ ４

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

Ｔ
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　 　 为方便作图，在仿真过程中，用追踪星位置误差

椭球的包络线替代误差椭球．由文献［１５］可知，追踪

星运动过程中误差椭球的包络方程为
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　 　 追踪星动力学过程采用 Ｃ⁃Ｗ 方程，采用上述仿

真条件，则追踪星在目标误差走廊内的运动轨迹及

位置误差椭球的包络仿真结果如图 ９ 所示．
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图 ９　 追踪星在安全走廊内运动轨迹及误差包络（１）
Ｆｉｇ．９ 　 Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｅｎｖｅｌｏｐｅ ｏｆ ｔｈｅ

ｃｈａｓｅｒ ｉｎ ｓａｆｅ ｃｏｒｒｉｄｏｒ （１）

由于篇幅有限，此处仅平均选取 ｔ１ 到 ｔ２ 内的 ５
个时间点，计算在每个时间点位置误差椭球与安全

走廊锥面的位置关系，见表 ８．
　 　 表 ８ 中的结果反映了 ５ 个时刻分别对应的走廊

锥面与误差椭球变换后的所得平面曲线的广义特征

方程的根值及曲面间位置判断结果，结合图 ９ 可看

出，走廊锥面与误差椭球位置判断结果正确，走廊锥
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面始终包含追踪星误差椭球，接近过程中无碰撞危

险，该轨迹是安全的．
表 ８　 广义特征方程根及判断结果（１）

Ｔａｂ． ８ 　 Ｒｏｏｔｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ
ｒｅｌｅｖａｎｔ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ （１）

时间点 广义特征方程的根 判断结果

１ （－５２４．００，－５２３．００，－１．００） 包含⇒安全

２ （－１５９．００，－１５６．００，－１．００） 包含⇒安全

３ （－５２．１０，－４９．９０，－１．００） 包含⇒安全

４ （－１５．００，－１３．７０，－１．００） 包含⇒安全

５ （－２．０２，－１．５８，－１．０７） 包含⇒安全

　 　 将追踪星的运动规律改为ｒ－ ０ ＝ （－７０，１５０，０） Ｔ，

ｖ－ ＝（０．５ｖ，－ｖ，０） Ｔ，则追踪星在 Ｌ 系下的标称位置为

ｒ－ ＝ （－７０＋０．５ｖｔ，１５０－ｖｔ，０） Ｔ，其他条件不变，再次仿

真可得追踪星在目标误差走廊内的运动轨迹及位置

误差椭球的包络，如图 １０ 所示．
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图 １０　 追踪星在安全走廊内运动轨迹及误差包络（２）
Ｆｉｇ． １０ 　 Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｅｎｖｅｌｏｐｅ ｏｆ ｔｈｅ

ｃｈａｓｅｒ ｉｎ ｓａｆｅ ｃｏｒｒｉｄｏｒ （２）

同样选取 ｔ１ 到 ｔ２ 内的 ５ 个时间点，可得对应广

义特征方程根及判断结果见表 ９．
表 ９　 广义特征方程根及判断结果（２）

Ｔａｂ． ９ 　 Ｒｏｏｔｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ
ｒｅｌｅｖａｎｔ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ （２）

时间点 广义特征方程的根 判断结果

１ （－３９７．００，－７０．２０，－２．９１） 包含⇒安全

２ （－１１２．００，－１８．５０，－２．９９） 包含⇒安全

３ （－３２．００，－３．３９±１．９２ｉ） 相交⇒危险

４ （－６．４９，－０．９１２±１．４５ｉ） 相交⇒危险

５ 无（Ａ０ 与 ｚ 平面相交） 相交⇒危险

　 　 表 ９ 给出了对应图 １０ 中追踪星轨迹中平均 ５
个时刻的目标走廊锥面与追踪星位置误差椭球变换

后所得平面曲线的广义特征方程的根及判断结果．
在时刻 １、２，追踪星误差椭球仍包含在走廊锥面内，
轨迹暂时安全．在时刻 ３ 后，开始出现共轭虚根，说
明椭球与锥面已经开始出现相交情况，而在时刻 ５，
此时追踪星误差椭球已经穿越 Ｓ１ 系 ｘｙ 平面，不需

要再进行变换，直接可判断椭球与锥面相交．从时刻

１ 到时刻 ５，两曲面的位置关系是渐变的，误差椭球

也是逐渐穿过 ｘｙ 平面的，说明该算例的判断结果是

正确的．该算例中，追踪星在目标安全走廊内的标称

轨迹是危险的，对于这种情况，应重新对轨迹进行设

计，或采取避撞机动措施．
综上所述，锥面与椭球位置判定方法可以准确

地运用在目标安全走廊内的碰撞判断问题中．当给

定追踪星在目标安全走廊内的标称轨迹后，可以判

断出给定初始误差参数下的安全走廊与误差椭球的

位置判断结果．根据判断结果，可以判定该标称轨迹

是安全或危险，当判定该轨迹危险时，可对标称轨迹

重新设计或采取机动措施避撞．

５　 结　 论

１） 通过在目标 ＬＶＬＨ 系下建立目标安全走廊

锥面模型与追踪星位置误差椭球，可将走廊内的碰

撞判断问题转化为两曲面位置关系的判定问题．
２） 通过将锥面射影变换为圆柱面、椭球射影变

换为二次曲面，再经由平面投影和曲线标准化后，可
将锥面与椭球面的位置判定问题转化为平面单位圆

与椭圆的位置判定问题．
３） 利用平面曲线位置判据的平面圆与椭圆位

置关系判定结果，可反推出原锥面与椭球的位置关

系，进而对应目标走廊内的碰撞判断结果．
４） 数值仿真结果说明了文中提出的方法可以准

确地判断锥面与椭球面在空间中的位置关系，并且可

以运用在追踪星于目标安全走廊飞行过程中．通过判

定飞行过程中目标走廊锥面与追踪星位置误差椭球

的位置关系，从而判定追踪星标称轨迹是否安全．
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