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结构的鲁棒性、冗余度和易损性
任伟新， 靳启文

（合肥工业大学 土木与水利工程学院，合肥 ２３０００９）

摘　 要： 为进一步完善结构的鲁棒性、冗余度和易损性相关分析方法，更加准确地获取土木结构的抗力与外力关系，进而优化

补强其薄弱易损部位，以减少结构因抗力不足而引发的损伤甚至是安全事故及其所造成的损失． 通过综述结构的鲁棒性、冗
余度和易损性分析研究进展，类比不同评价指标的表达形式，从而指出结构的鲁棒性、冗余度和易损性分析的本质含义，提出

结构的鲁棒性、冗余度和易损性分析应变能评价指标，并据此对结构的鲁棒性、冗余度和易损性分析之间的关系以及基本影

响因素展开研究． 结果表明：结构的鲁棒性、冗余度和易损性源于不同时期、不同领域，已有文献大多是基于对其含义的不同

程度理解，其评价指标也大多具有主观性、相互关联且计算较为复杂，也尚未提出可广泛接受的分析方法；结构的鲁棒性、冗
余度和易损性本质均是反映结构特别是损伤结构抵抗外力作用的能力，其中结构鲁棒性、冗余度侧重结构在外力作用下安全

储备或剩余容许能力，结构易损性则更直观反映了结构在外力作用下的破坏程度；结构的鲁棒性、冗余度评价指标具有相似

的表达形式，并与易损性呈反比例变化；可通过提高结构构件的材料强度及截面尺寸、增加杆端约束、优化荷载路径等措施增

强和提高结构的鲁棒性、冗余度，即降低结构的易损性，进而减少结构损伤甚至是安全事故及其所造成的损失．
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　 　 土木工程结构在长期的自然环境、外部车辆、自 然灾害以及人为破坏等荷载作用下，会因为抗力不

足出现损伤，如结构的强度降低、刚度退化及稳定性

不足等都会导致结构的承载能力下降，进而大大增

加服役风险． 一方面，传统的结构设计和分析方法

需要进一步完善，如结构的强度、刚度和稳定性分



析，以便更加准确获得结构的抗力与外力关系；另一

方面，还需要加强结构出现损伤后的性能分析，如结

构的鲁棒性、冗余度和易损性，以最大程度地减少结

构损伤所造成的损失．
然而，目前国内外还没有形成普遍可以接受的

结构鲁棒性、冗余度和易损性相关分析方法，如何增

强结构的鲁棒性、提高结构的冗余度、降低结构的易

损性也有待完善． 已有文献［１－６］大多是基于对其

含义的不同程度理解、进而给出所定义的评价指标

而展开研究． 此类评价指标大多具有主观性、计算

较复杂，且难以用于工程实践，也尚未提出可广泛接

受的分析方法．
本文旨在通过综述结构的鲁棒性、冗余度和易

损性研究进展及其评价指标，探讨结构的鲁棒性、冗
余度和易损性的本质含义；针对其现有的不同评价

指标表达形式展开对比分析，进而提出基于应变能

的评价指标，并进一步分析了结构的鲁棒性、冗余度

和易损性的相互关系以及基本影响因素． 可据此进

一步分析结构尤其是损伤结构抵抗外力作用的能

力，找出并补强结构抗力薄弱部位，进而降低结构损

伤甚至安全事故所造成的损失．

１　 结构的鲁棒性、冗余度和易损性研

究及其评价指标

１．１　 结构的鲁棒性研究及其评价指标

鲁棒性（ ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ）也叫稳健性、强韧性等，早
期主要用于经济、统计等领域，如鲁棒性估计、回归

分析［７－８］ ． Ｄａｖｉｓｏｎ 等［９］较早将鲁棒性引入系统控制

领域，用来研究系统在微小摄动作用下的稳定性．
此后，鲁棒性逐渐用于结构分析和优化设计［１０－１１］ ．

早在 ２０ 世纪 ８０ 年代，Ｍｏｒｔｏｎ［１２］ 就针对砖石结

构及随机系统鲁棒性展开了研究，并指出不能孤立

地开展结构破坏分析，需考虑结构的鲁棒性和稳定

性． Ｔｅｍｐｌｅｔｏｎ 等［１３］先后针对民居建筑的鲁棒性展

开系列研究，如墙体的意外损伤，并提出了相关完善

措施． Ｌóｐｅｚ⁃Ａｌｍａｎｓａ 等［１４］ 对建筑结构施加主动缆

索控制可行性和鲁棒性展开了理论分析和实验验

证． Ｂｅｅｂｙ［１５］指出结构失效多是由于缺乏鲁棒性，并
提出了鲁棒性量化措施．

近年来，国际结构安全度联合委员会（ＪＣＳＳ）及
欧盟科技合作项目（ＣＯＳＴ）先后就结构的鲁棒性展

开了系列研究，Ｊｅｎ［１６］ 指出鲁棒性是系统战略选择

的适应性，高于稳定性；Ｆａｂｅｒ［１７］ 指出鲁棒性是决策

分析的理论依据，并指出鲁棒性的概率分析十分必

要；Ｂａｋｅｒ 等［１８］指出鲁棒性反映了结构对外荷载作

用的容许能力，指出系统鲁棒性是非直接风险占总

风险的结果；Ｓøｒｅｎｓｅｎ 等［１９］ 指出结构破坏时的严重

后果及设计执行时的高效性使得结构鲁棒性至关重

要． Ｆａｎｇ 等［１］将鲁棒性用来表征结构在发生破坏情

况时维持其整体安全的能力，提出了将结构吸收的

能量合计无量纲形式作为鲁棒性评价指标，并研究

了结构失效后的能量输入和转化． Ｂｉｏｎｄｉｎｉ 和 Ｇｈｏｓｎ
等［２０－２１］研究了结构鲁棒性、冗余度和超静定性，提
出了可用于提高结构冗余度与鲁棒性的相关措施及

设计方法． Ｓｔａｒｏｓｓｅｋ［２２］指出鲁棒性是阻止结构破坏

的一种方式，并提出了结构抵抗非比例破坏的总体

设计方法． Ｒｏｍｉｎｕ 等［２３］ 指出结构在服役期内应具

有足够的抗力、耐久性和鲁棒性． Ｓｔａｒｏｓｓｅｋ 等［２］ 将

鲁棒性定义为结构对局部失效的敏感性，并提出了

基于刚度、损伤或能量方法的简化公式．
目前，结构的鲁棒性已进入定量研究和结构性

能分析评定阶段． Ｇｈｏｓｎ 和 Ｂｉｏｎｄｉｎｉ 等［２４－２７］ 先后研

究了劣化混凝土结构的时变鲁棒性，提出了表征结

构剩余承载能力的鲁棒性评价标准，研究了公路及

劣化混凝土桥梁的冗余度和鲁棒性，后逐渐扩展到

混凝土桥墩腐蚀后的全寿命鲁棒性及老龄结构的时

变鲁棒性． 吕大刚等［３］ 经总结指出，目前结构鲁棒

性的定量研究主要是沿着结构属性和结构性能两方

面展开，其中后者又包含了基于确定性结构性能的

测度（如考虑冗余度的鲁棒性评价指标）、基于可靠

度的概率测度以及基于风险的测度三大类指标． 结

构鲁棒性分析的部分评价指标表达式如下所述．
Ｆａｎｇ 和吕大刚等［１，３］ 基于结构的能量变化，令

Ｅｕ、Ｅｒ、Ｅｄ 分别为结构临界破坏状态、结构极限状态

破坏时的能量，以及结构达到屈服或设计目标临界

状态时的能量，表征结构鲁棒性的能量指标为

Ｉｒｏｂ１ ＝
Ｅｕ

Ｅｄ
，

Ｉｒｏｂ２ ＝
Ｅｒ

Ｅｄ
，

Ｉｒｏｂ３ ＝
Ｅｒ

Ｅｕ
，

Ｉｒｏｂ４ ＝
Ｅｕ

Ｅｕ － Ｅｒ
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

（１）

　 　 Ｓｔａｒｏｓｓｅｋ 等［２］令 Ｅｓ， ｋ、Ｅ ｉ， ｊ 分别为结构构件破坏

的能量限值及构件破坏产生的能量，表征结构的鲁

棒性的能量指标为

Ｒｅ ＝ １ － ｍａｘ
Ｅ ｉ， ｊ

Ｅｓ， ｋ
． （２）

　 　 叶列平等［２８］令 ｋ０、ｋｉ 分别为完好结构和构件破

坏后的刚度矩阵，考虑结构荷载途径，表征结构鲁棒
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性的刚度矩阵指标为

ＲＩ ＝
ｋ０ － ｋｉ

ｋ０
． （３）

　 　 高扬［２９］ 令 λ０、λ ｉ 分别为完好结构和破坏发生

后的承载能力系数，考虑结构构件的重要性系数，表
征结构鲁棒性的承载能力系数指标为

Ｒｎ ＝
λ０ － λ ｉ

λ０
． （４）

１．２　 结构的冗余度研究与评价指标

结构的冗余度（ ｒｅｄｕｎｄａｎｃｙ）早期常用于数学、
社科领域，用来表征信源信息率的多余程度［３０－３１］ ．
Ｗｉｌｄｅｒｄ 和 Ｆｏｕｌｋｅｓ［３２－３３］较早研究了含有冗余杆件的

桁架结构以及基于结构自重作用的框架结构优化设

计问题．
早在 ２０ 世 纪 ８０ 年 代， Ｆｒａｎｇｏｐｏｌ 和 Ｍｏｓｅｓ

等［４，３４］先后针对土木结构工程的冗余度和优化设计

展开了大量研究，并与 Ｂｉｏｎｄｉｎｉ 等［２０］ 先后指出结构

鲁棒性和冗余度有本质上的内在联系，后者与结构

的材 料、 荷 载 和 几 何 拓 扑 密 切 相 关． Ｆｒａｎｇｏｐｏｌ
等［３５－３７］还先后对桥梁冗余度展开了系列研究，如冗

余结构的可靠性灵敏度、冗余对结构可靠性的影响、
桥梁冗余度评估等，并指出结构在荷载和意外状况

下的安全性使结构的冗余度相关研究显得十分必

要． Ｓｈｅａ［３８］指出冗余度表征了结构具有多道抗力路

径的特性． Ｃｏｎｎｏｒ 等［３９］根据荷载再分配能力不同的

表现形式，指出冗余度包括杆件构造冗余、与外部约

束相关的结构冗余及考虑荷载途径的结构体系冗

余． 于刚［４０］指出冗余度包含了结构构件与结构体系

的冗余度，前者是构件在特定荷载下的冗余安全储

备，后者是构件失效后剩余结构对失效构件所释放

荷载的再分配能力．
近年来，结构的冗余度经历了快速发展和不断

完善，一些相关规范及设计指南先后出台． Ｇｈｏｓｎ
等［４１－４３］先后研究了桥梁上部、下部结构的冗余度，
提出了考虑冗余度的桥梁上部、下部结构设计和荷

载容许能力的分析方法，并编制了相关规范． 陈以

一等［４４］指出要求结构抵抗所有外部荷载是不经济

的且很难实现，还讨论了冗余度的物理含义、结构材

料和几何形式的影响，并给出了定性和定量分析方

法及相关措施． Ｍｅｒｔｚ［４５］ 指出结构冗余度包括荷载

路径冗余、结构及杆件构造冗余，研究了钢桥结构杆

件冗余度和杆件失效，并提出了相关完善措施． 结

构冗余度分析的部分评价指标表达式如下所述．
Ｆｒａｎｇｏｐｏｌ，Ｍｏｓｅｓ 和 Ｐａｎｄｅｙ 等［４，３４，４６］ 及 Ｆａｂｅｒ

等［４７］，令 Ｌｉｎｔａｃｔ 为完好结构的承载力、 Ｌｄｅｓｉｇｎ 为结构

的设计承载力、 Ｌｄａｍａｇｅ 为受损结构的承载力，表征结

构冗余度的承载力指标为

Ｒｒ１ ＝
Ｌｉｎｔａｃｔ

Ｌｄｅｓｉｇｎ
，

Ｒｒ２ ＝
Ｌｄａｍａｇｅ

Ｌｉｎｔａｃｔ
，

Ｒｒ３ ＝
Ｌｄａｍａｇｅ

Ｌｄｅｓｉｇｎ
，

Ｒｒ４ ＝
Ｌｉｎｔａｃｔ

Ｌｉｎｔａｃｔ － Ｌｄａｍａｇｅ
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

（５）

式中： Ｒｒ１ 为结构储备冗余系数（储备强度比、超强

系数）， Ｒｒ２、Ｒｒ３ 为结构剩余冗余系数（剩余影响系

数、剩余或损伤强度比）， Ｒｒ４ 为结构强度冗余系数．
于刚［４０］令 Ｕｉ、Ｕｍａｘ

ｉ 分别为结构荷载作用下构件

ｉ 所存储应变能和所能存储最大应变能，令 Ｕ０
ｓｙｓ、Ｕｉ

ｓｙｓ

分别为结构体系完好时的应变能和结构体系在杆件

ｉ失效后的应变能，表征结构冗余度的应变能指标为

ｒｃｉ ＝
Ｕｍａｘ

ｉ － Ｕｉ

Ｕｍａｘ
ｉ

，

ｒｓｉ ＝
Ｕ０

ｓｙｓ

Ｕｉ
ｓｙｓ

．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（６）

式中： ｒｃｉ 为构件层面的冗余度，ｒｓｉ 为结构体系的冗余

度（结构体系应变能是各个构件应变能之和） ．
Ｆｒａｎｇｏｐｏｌ 等［４］令 Ｐ ｆ， ｄ、Ｐｒ， ０ 分别为损伤结构和

完好结构的失效概率，考虑结构体系的失效概率变

化，表征结构冗余度的失效概率指标为

ＲＩ ＝
Ｐ ｆ ，ｄ － Ｐ ｆ， ０

Ｐ ｆ， ０
． （７）

　 　 令 β０、βｄ 分别为损伤和完好结构的可靠指标，
即采用可靠指标描述结构的可靠性，表征结构冗余

度的可靠度指标为

βＲ ＝
β０

β０ － βｄ
． （８）

１．３　 结构的易损性研究与评价指标

易损性（ｖｕｌｎｅｒａｂｉｌｉｔｙ）早期常用于生物、医学等

领域［４８］，用来表征系统的脆弱性． 此后易损性逐渐

用于 军 事 领 域， 如 航 空 器 颤 振 及 弹 片 损 伤 影

响［４９－５０］，用来分析结构的易损薄弱部件以及损伤性

能评价．
早在 ２０ 世纪 ７０ 年代，Ｇｒｅｅｎｓｐｏｎ［５１］就指出结构

的易损性取决于其保持正常服役所能承受的最大变

形，即易损性表征结构的塑性变形和破坏． Ｓｈａｈ［５２］

指出不同领域的易损性有不同含义，易损性意味着

敏感性． Ｔａｓｓｉｏｓ［５３］将结构易损性分析视为快速适用

的整体评价技术，并给出了某结构的地震承载能力

评估方法．
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近年来，英国学者先后就结构的易损性展开了

系列研究，如 Ｗｕ、Ｌｕ 和 Ａｇａｒｗａｌ 等［５４－５６］ 将结构视为

不同层级的环和簇，将其是否良好作为易损性度量

方法，以识别结构最易损的部分，并指出如果由于结

构的任何损伤导致 ／造成结构产生与损伤不成比例

的后果，那么结构即是易损的；Ａｇａｒｗａｌ 等［５６－５７］ 指出

易损性可用于大多数的结构分析，其目的是找出结

构的薄弱连接，而非结构荷载作用下的响应理论；
Ｈａｓｈｉｍｏｔｏ［５８］较早提出了结构易损性分析的基本方

法，并基于损伤场景展开了易损性量化研究；Ｙｕ［５９］

编制了结构易损性分析的工程应用计算程序；Ｌｕ
等［５５，６０］提出了结构环概念来识别结构的基本组成，
并对某三维结构展开了易损性分析；Ｐｉｎｔｏ［６１］研究了

不同损伤场景作用下的易损性量化． 此外，Ｆａｒｒｅｌｌ
等［６２］还提出了目标易损性和防护预测的不确定性

量化方法；Ｌｉｎｄ［６３］ 提出了易损性和损伤容许限值的

概率定义，并将损伤系统的易损性定义为失效概率

与无损系统失效概率的比值． Ｂｌｏｃｋｌｅｙ 等［６４］ 研究了

结构的易损性、可靠性和风险性的相互关系．
目前，国内外学者正研究将结构易损性分析用

于结构健康监测及性能评估中． 于刚［４０］指出结构易

损性是对现有设计方法的补充，指出光靠安全储备

及较高的可靠度不足以保证结构安全，还要使其具

有较低的易损性． Ｓｕｎ 等［６５］ 指出易损性是结构性能

对其局部损伤的敏感性，并提出了确定结构重点监

测部件的易损性方法． Ｙａｎ 等［６６］采用塑性极限分析

实现了某斜拉桥的易损性评估． Ｔｏｒｂｏｌ 等［６７］ 采用结

构振动性能长期监测数据形成的脆弱性曲线表征桥

梁的易损性，以修正服役期内桥梁结构参数变化．
Ｃａｏ 等［６８］基于某大跨桥梁动力响应的数值模拟，实
现了该桥在风荷载作用下的易损性评估． Ｌｏｎｅｔｔｉ
等［６９］分析了斜拉悬索桥发生损伤后的易损性和失

效可能．
Ｌｉｎｄ［５］令 Ｐ（ ｒｄ， ｓ）、 Ｐ（ ｒ０， ｓ） 分别为结构在荷

载 Ｓ 作用下的失效概率和完好结构的失效概率，将
结构易损性定义为承受能力的倒数，表征结构易损

性的失效概率指标为

Ｖ ＝
Ｐ（ ｒｄ， ｓ）
Ｐ（ ｒ０， ｓ）

． （９）

　 　 Ｐｉｎｔｏ 等［６］令 γ 和 Ｄγ 分别为结构失效产生的后

果和损伤相对需求，考虑完好结构和损伤结构的完

整性以及结构的损伤需求，将结构易损性定义为结

构失效产生后果与结构损伤相对需求的比值，表征

结构易损性的失效和损伤相对需求指标为

Ｉφ ＝ γ
Ｄｒ

． （１０）

式中： γ ＝ １ － Ｑ Ｓ′( )

Ｑ Ｓ( )
，Ｄｒ ＝ Ｄ

Ｄｍａｘ
， 其 中 Ｑ Ｓ( ) 、

Ｑ Ｓ′( ) 分别为完好结构和劣化结构的完整性， Ｄ、
Ｄｍａｘ 分别为结构损伤需求和最大损伤．

Ｌｉｕ 等［７０］令 Ｃ 为结构破坏产生的后果、 Ｄｒ 为结

构破坏的相对需求，考虑结构破坏路径，以应变能为

评价指标，其本质还是结构的能力与需求的比值，表
征结构易损性的破坏和需求指标为

Ｖ ＝ Ｃ
Ｄｒ

． （１１）

　 　 由 １．１ 节 ～ １．３ 节可以看出，在结构工程领域，
结构的鲁棒性、冗余度和易损性研究是源于不同时

期、不同的研究领域，均可用来反映结构尤其是损伤

结构对外力作用的抵抗能力；部分学者也采用结构

的冗余度来分析结构的鲁棒性． 此外，现有的结构

的鲁棒性、冗余度和易损性评价指标也大多采用类

似的表达形式． 因此，结构的鲁棒性、冗余度和易损

性既有不同特点，又相互关联、具有相通之处．

２　 结构的鲁棒性、冗余度和易损性本质

含义、应变能评价指标及相互关系

２．１　 结构的鲁棒性、冗余度和易损性本质含义

由式（１） ～ （１１）可知，结构的鲁棒性、冗余度和

易损性分析多采用相似的表达式，可记为

Ｒ１ ＝
Ｒ０

Ｒｐ
，

Ｒ２ ＝
Ｒ０ － Ｒｐ

Ｒ０
，

Ｖ１ ＝
Ｖｐ

Ｖ０
．

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

（１２）

式中： Ｒ１、Ｒ２ 分别为结构的鲁棒性和冗余度（取相同

英文打头字母）， Ｖ１ 为结构的易损性． Ｒ０、Ｖ０ 和 Ｒｐ、
Ｖｐ 分别为结构性能的极限状态和荷载响应，表征结

构性能的参数可以是刚度、应变能、承载力、失效概

率等． 吕大刚等［３］指出 Ｒ１ 本质是结构整体安全储备

系数．
由式（１２）可知，结构鲁棒性、冗余度侧重表征

结构在外荷载作用下的安全储备或剩余容许能力，
而结构易损性通过结构外荷载作用与其极限状态的

比例，更直观反映了结构在外荷载作用下损伤程度．
具体含义如下所述．

外荷载作用下，相对结构的极限状态，结构外荷

载作用越大，结构的安全储备或抵抗能力剩余就越

小，所占极限状态的比例就越大，此时结构的鲁棒

性、冗余度就越小，而结构的易损性就越大，即结构

容易出现损伤． 当外荷载作用与结构的极限状态基
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本接近时，结构的安全储备或剩余抵抗能力最小，此
时结构的鲁棒性、冗余度最小，而结构的易损性最

大，即结构最容易出现损伤．
２．２　 结构的鲁棒性、冗余度和易损性应变能评价

指标

考虑到能量原理具有普遍适用性，本节以结构

在外荷载作用下的应变能变化为例，令 Ｕｓ
Ｐ 为结构及

其构件在荷载作用下产生的应变能， ＵＭ 为结构及

其构件的极限弯曲应变能 （ＵＦ 为桁架杆件的极限

拉压应变能）， 对结构的鲁棒性、冗余度和易损性评

价指标展开进一步分析．

情况Ⅰ　 用表达式 Ｒ１１ ＝
ＵＭ

Ｕｓ
Ｐ

，Ｒ１１ ∈ １， ＋ ¥[ ) 为

结构的鲁棒性和冗余度，用表达式 Ｖ１１ ＝
Ｕｓ

Ｐ

ＵＭ
，Ｖ１１ ∈

０，１[ ] 为结构的易损性，其物理意义具体如下所述．
对于给定结构（即已知极限状态 ＵＭ，下同），当

Ｕｓ
Ｐ 基本为零，即外荷载作用产生的应变能无穷小、

基本为零时，Ｒ１１ 趋近于无穷大而 Ｖ１１ 等于零，此时结

构具有较高的鲁棒性、冗余度以及较低的易损性，结
构不易出现损伤． 此后，随着 Ｕｓ

Ｐ 逐渐增大，即外荷

载作用产生的应变能逐渐增大， Ｒ１１ 逐渐减小而 Ｖ１１

逐渐增大，此时结构的鲁棒性、冗余度逐渐减小，而
易损性逐渐增大，结构出现损伤的可能逐渐增加．
当 Ｕｓ

Ｐ 趋近于 ＵＭ， 即外荷载作用产生的应变能趋近

于结构的极限应变能时， Ｒ１１ 及 Ｖ１１ 均趋近于 １，此时

结构具有较低的鲁棒性、冗余度和较高的易损性，结
构容易出现损伤．

情况Ⅱ　 用表达式 Ｒ１２ ＝
ＵＭ － Ｕｓ

Ｐ

ＵＭ
，Ｒ１２ ∈ ０，１[ ]

表示结构的鲁棒性和冗余度，用表达式 Ｖ１２ ＝
Ｕｓ

Ｐ

ＵＭ
，

Ｖ１２ ∈ ０，１[ ] 表示结构的易损性，其物理意义具体如

下所述．
对于给定结构，当 Ｕｓ

Ｐ 基本为零，即外荷载产生

的应变能无穷小、基本为零时， Ｒ１２ 等于 １ 而 Ｖ１２ 等

于 ０，此时结构具有较高的鲁棒性、冗余度和较低的

易损性，结构不易出现损伤． 此后，随着 Ｕｓ
Ｐ 逐渐增

大，即外荷载产生的应变能逐渐增大， Ｒ１２ 逐渐减小

而 Ｖ１２ 逐渐增大，此时结构的鲁棒性、冗余度逐渐减

小，而易损性逐渐增大，结构出现损伤的可能逐渐增

加． 当 Ｕｓ
Ｐ 趋近于 ＵＭ， 即外荷载产生的应变能趋近

于结构极限应变能时， Ｒ１２ 趋近于 ０ 而 Ｖ１２ 趋近于 １，
此时结构具有较低的鲁棒性、冗余度和较高的易损

性，结构易发生破坏．

２．３　 结构的鲁棒性、冗余度和易损性相互关系

情况Ⅰ　 由结构的鲁棒性、冗余度评价指标 Ｒ１１

和结构的易损性评价指标 Ｖ１１ 可知， Ｒ１１ ＝ １
Ｖ１１

， 即结

构的鲁棒性、冗余度与结构的易损性呈现反比例

变化．
针对含有多个杆件的桁架结构，令 ｉ 为结构杆

件编号，则 Ｒ ｉ
１１ ＝ １

Ｖｉ
１１

． 当 Ｒ ｉ
１１ ＞ Ｒ ｉ ＋１

１１ 时，有 Ｖｉ
１１ ＜ Ｖ ｉ＋１

１１ ；

当 Ｒ ｉ
１１ ＜ Ｒ ｉ ＋１

１１ 时，有 Ｖｉ
１１ ＞ Ｖ ｉ＋１

１１ ； 当 Ｒ ｉ
１１ ＝ Ｒ ｉ ＋１

１１ 时，有
Ｖｉ

１１ ＝Ｖ ｉ＋１
１１ ． 由此可知，结构鲁棒性、冗余度与易损性

呈线性反向变化；不同的杆件因为可能因为外荷载

产生相同的应变能而具有相同的结构鲁棒性、冗余

度和易损性．
情况Ⅱ　 由结构的鲁棒性、冗余度评价指标 Ｒ１２

和结构的易损性评价指标 Ｖ１２ 可知， Ｒ１２ ＝ １ － Ｖ１２，即

结构的鲁棒性、冗余度与结构的易损性呈现反比例

变化．
针对含有多个杆件的桁架结构，令 ｉ 为结构杆

件编号，则 Ｒ ｉ
１２ ＝ １ － Ｖｉ

１２ ． 当 Ｒ ｉ
１２ ＞ Ｒ ｉ＋１

１２ 时，有 Ｖｉ
１２ ＜

Ｖｉ ＋１
１２ ；当 Ｒ ｉ

１２ ＜ Ｒ ｉ＋１
１２ 时，有 Ｖｉ

１２ ＞ Ｖｉ ＋１
１２ ；当 Ｒ ｉ

１２ ＝Ｒ ｉ＋１
１２ 时，

有 Ｖｉ
１２ ＝ Ｖｉ ＋１

１２ ． 由此可知，结构鲁棒性、冗余度与易损

性呈线性反向变化；不同的杆件因为可能因为外荷

载产生相同的应变能而具有相同的结构鲁棒性、冗
余度和易损性．

由 ２．１ 节 ～ ２．３ 节可知，外荷载作用下，结构鲁

棒性、冗余度和易损性均呈反比例变化；不同杆件可

能因为产生相同的应变能而具有相同的结构鲁棒

性、冗余度和易损性． 情况Ⅱ中的结构鲁棒性、冗余

度和易损性表达式，因具有相同的取值区间而易于

对比分析，可用来进一步分析或评价结构尤其是损

伤结构抵抗外力作用的能力，据此找出并补强结构

抗力薄弱部位，进而降低结构损伤甚至安全事故所

造成的损失．

３　 结构的鲁棒性、冗余度和易损性基

本影响因素

　 　 由力学知识可知，等截面曲梁微元段 ｄｘ 在力矩

Ｍ（ｘ） 作用下的近似挠曲线方程及弯曲应变能，其
表达式可记为

Ｍ（ｘ） ＝ ＥＩω″（ｘ）， （１３）

ｄＵ ＝ １
２
Ｍ（ｘ）ｄθ ＝ Ｍ２（ｘ）

２ＥＩ
ｄｘ． （１４）

式中： Ｍ（ｘ）、θ、Ｅ、Ｉ、ω（ｘ） 分别为微元段曲梁的力

矩、转角、弹模、抗弯惯性矩及竖向位移． 令 ｌ 为梁长

度， Ｕ 为梁在力矩 Ｍ（ｘ） 作用下产生的弯曲应变能，
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则通过积分可求梁长 ｌ 的弯曲应变能，其表达式可

记为

Ｕ ＝ ∫ｌ
０
ｄＵ ＝ ∫ｌ

０

ＥＩ ［ω″（ｘ）］ ２

２
ｄｘ． （１５）

　 　 令 Ｒ 为结构的鲁棒性和冗余度（下同），由 ２．１
节情 况 ＩＩ 中 结 构 的 鲁 棒 性 和 冗 余 度 表 达 式

（Ｒ１２ ＝ （Ｒ０ － Ｒｐ） ／ Ｒ０） 及式（１３） ～ （１５）可知，结构

的鲁棒性和冗余度表达式可记为

Ｒ ＝ １ － １
ＵＭ
∫ｌ

０

ＥＩ ［ω″（ｘ）］ ２

２
ｄｘ． （１６）

　 　 由力学分析求得结构在荷载作用下的位移函

数，代入上式即可求得结构的鲁棒性、冗余度（可同

理求得结构的易损性表达式）． 考虑到结构的鲁棒

性、冗余度和易损性呈反比例变化，本节仅以单梁不

同约束以及桁架梁为例，给出结构的鲁棒性、冗余度

影响因素分析结果，也可据此反推对结构易损性的

影响．
３．１　 杆件强度

此处以简单的矩形截面梁为例，令 σｓ 为材料的

屈服强度、 ｂ 为截面宽度、 ｈ 为截面高度、 Ｍｓ 为梁屈

服弯矩（ Ｍｓ ＝ σｓｂｈ２ ／ ６）， 由式（１３） ～式（１６）可知，
结构的鲁棒性和冗余度表达式可记为

Ｒ ＝ １ － １
Ｍ２

ｓ ｌ
∫ｌ

０
Ｍ２（ｘ）ｄｘ． （１７）

　 　 将屈服弯矩 Ｍｓ 代入式（１７），并令 ∫ｌ
０
Ｍ２（ｘ）ｄｘ

等于数值 Ｃ０ 可知，结构的鲁棒性和冗余度表达式可

记为

Ｒ ＝ １ － ３６Ｃ０·
１

σｓ
２·

１
ｂ２·

１
ｈ４·

１
ｌ
． （１８）

　 　 由式（１８）可知，增加材料屈服强度、截面的长

度或宽度，尤其是高度均可以增大结构的鲁棒性 ／冗
余度，即降低结构的易损性．
３．２　 杆端约束

３．２．１　 单梁结构

为分析同一荷载作用下不同梁端约束对结构鲁

棒性、冗余度的影响，以单一的悬臂梁、两端固定梁

及简支梁为例，分别计算不同梁在跨中截面集中力

作用下的结构鲁棒性、冗余度变化，如图 １ 所示，
Ｒ０ ＝１ 表示结构初始时的鲁棒性、冗余度（荷载无穷

小、基本为零）．
由图 １ 可知，单梁跨中截面在集中荷载作用时，

结构的鲁棒性和冗余度沿着约束端至跨中方向逐渐

减小；两端固定梁的鲁棒性和冗余度变化较小，简支

梁居中，悬臂梁的鲁棒性和冗余度变化较大；两端固

定梁和简支梁的鲁棒性和冗余度沿跨中截面对称变

化，悬臂梁无荷载作用区域的鲁棒性和冗余度保持

不变．

R0

R

l/2 l

初始值

两端固定梁

简支梁

悬臂梁

0

图 １　 两端固定梁、简支梁及悬臂梁在外荷载作用下的结构

鲁棒性和冗余度

Ｆｉｇ． １ 　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ ａｎｄ ｒｅｄｕｎｄａｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ， ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｎｄｓ
ｆｉｘｅｄ ｂｅａｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄ ｅｆｆｅｃｔ

３．２．２　 桁架结构

以三角桁架（图 ２）为例，令结构杆件分别取相

同的长度 ｌ 、横截面面积 Ａ 以及弹性模梁 Ｅ ，外荷载

为 Ｐ ，杆件极限拉压应变能和弯曲应变能分别为

Ｕ１、 Ｕ２，分析铰接和刚性连接对结构的鲁棒性和冗

余度的影响．

PP

1 12 2

3 3

　 　 （ａ） 铰链　 　 　 　 （ｂ） 刚性连接

图 ２　 三角桁架不同约束及外荷载示意

Ｆｉｇ．２ 　 Ｔｒｉａｎｇｌｅ ｔｒｕｓｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ
ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄ ｅｆｆｅｃｔ

　 　 分别计算节点 ３ 铰接（图 ２（ ａ））和刚性连接

（图 ２（ｂ））作用下的结构支反力及各杆件轴力和应

变能，其中节点 １ 水平反力均为零，节点 １、２ 竖向反

力均为
１
２
Ｐ， 杆件 １３、２３ 的轴力均为

３
３
Ｐ， 杆件 １２

的轴力均为
３
６
Ｐ， 则杆件 １３、２３ 的轴向应变能均为

Ｐ２ ｌ
６ＥＡ

， 杆件 １２ 的轴向应变能均为
Ｐ２ ｌ

２４ＥＡ
． 此外，受节

点 ３ 刚性连接影响（图 ２（ｂ）），杆件 １３、２３ 还会出现

弯矩变化，此时杆件 １３、２３ 的弯曲应变能为
Ｐ２ ｌ３

９６ＥＩ
．

令 ＲⅠ
ｉ 与 ＲⅡ

ｉ 为不同约束时杆件 ｉ的鲁棒性和冗

余度，将各杆件在外荷载作用下产生的应变能代入

２．１ 节情况 ＩＩ 中结构的鲁棒性和冗余度表达式
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（Ｒ１２）， 可知不同杆件的结构的鲁棒性和冗余度，其
表达式可记为

ＲⅠ
１３ ＝ ＲⅠ

２３ ＝ １ － Ｐ２ ｌ
６ＥＡＵ１

， （１９）

ＲⅠ
１２ ＝ ＲⅡ

１２ ＝ １ － Ｐ２ ｌ
２４ＥＡＵ１

， （２０）

ＲⅡ
１３ ＝ ＲⅡ

２３ ＝ １ － Ｐ２ ｌ
６ＥＡＵ１

＋ Ｐ２ ｌ３

９６ＥＩＵ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２１）

　 　 由式（１９） ～ （２１）可知，同一荷载作用下，杆件

１２ 端部均为铰接约束，其结构的鲁棒性和冗余度相

等；杆件 １３ 和 ２３ 在端部铰接和一端铰接一端固定

约束时，其结构鲁棒性和冗余度有较大差异，后者明

显小于前者．
３．３　 荷载路径

以桁架梁为例（图 ３），结构各杆件仍然取相同

的长度 ｌ 、横截面面积 Ａ 、弹性模梁 Ｅ ，外荷载分别

为 Ｐ１、 Ｐ２ 及 Ｐ３ 且 Ｐ１ ＝ Ｐ２ ＝ Ｐ３ ＝ Ｐ０，极限轴向力为

Ｆ ，极限应变能为 Ｕ０，分析不同外荷载作用下结构

的鲁棒性和冗余度变化．

P3P1

5

321

P2

4

图 ３　 桁架梁及其外荷载示意

Ｆｉｇ．３　 Ｔｒｕｓｓ ｇｉｒｄｅｒ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄ ｅｆｆｅｃｔ

　 　 分别计算不同外荷载作用下结构的支反力及各

杆件轴力、应变能，并参考第 ２．１ 节情况（ ＩＩ）中结构

的鲁棒性和冗余度表达式 （Ｒ１２）， 计算各杆件的结

构鲁棒性和冗余度如下， 其中 Ｕ０ ＝ Ｆ２ ｌ
２ＥＡ

，ＲＰ１
ｉ 、ＲＰ２

ｉ 及

ＲＰ３
ｉ 为杆件 ｉ 在荷载 Ｐ１、Ｐ２ 及 Ｐ３ 作用下的鲁棒性和

冗余度．
３．３．１　 荷载 Ｐ１ 单独作用下的结构鲁棒性和冗余度

荷载 Ｐ１ 单独作用下，节点 １ 水平反力为零，节

点 １、３ 竖向反力分别为
３
４
Ｐ１ 和

１
４
Ｐ１， 杆件 １２、１４ 轴

力分别为
３
４
Ｐ１ 和

３
２
Ｐ１，杆件 ２３ 轴力为

３
１２

Ｐ１，杆件

２４、２５、３５、４５ 轴力为
３
６
Ｐ１，则杆件 １２ 的轴向应变能

为
３Ｐ１

２ ｌ
３２ＥＡ

， 杆件 １４ 的轴向应变能为
３Ｐ１

２ ｌ
８ＥＡ

，杆件 ２３

的轴向应变能为
Ｐ１

２ ｌ
９６ＥＡ

，杆件 ２４、２５、３５、４５ 的轴向

应变能为
Ｐ１

２ ｌ
２４ＥＡ

．

将各杆件在荷载 Ｐ１ 单独作用下产生的应变能

代入结构的鲁棒性和冗余度表达式，可知不同杆件

的结构鲁棒性和冗余度，其表达式可记为

ＲＰ１
１２ ＝ １ －

３Ｐ１
２ ｌ

３２ＥＡＵ０

＝ １ － ３
１６

Ｐ１

Ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， （２２）

ＲＰ１
１４ ＝ １ －

３Ｐ１
２ ｌ

８ＥＡＵ０

＝ １ － ３
４

Ｐ１

Ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， （２３）

ＲＰ１
２３ ＝ １ －

Ｐ１
２ ｌ

９６ＥＡＵ０

＝ １ － １
４８

Ｐ１

Ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， （２４）

ＲＰ１
２４ ＝ ＲＰ１

２５ ＝ ＲＰ１
３５ ＝ ＲＰ１

４５ ＝ １ －
Ｐ１

２ ｌ
２４ＥＡＵ０

＝

１ － １
１２

Ｐ１

Ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

． （２５）

３．３．２　 荷载 Ｐ２ 单独作用下的结构鲁棒性和冗余度

荷载 Ｐ２ 单独作用下，节点 １ 的水平反力为零，

节点 １、３ 竖向反力为
１
２
Ｐ２， 杆件 １２、２３ 的轴力为

３
６
Ｐ２， 杆件 １４、２４、２５、３５、４５ 的轴力为

３
３
Ｐ２， 则杆

件 １２、２３ 的轴向应变能为
Ｐ２

２ ｌ
２４ＥＡ

， 杆件 １４、２４、２５、

３５、４５ 的轴向应变能为
Ｐ２

２ ｌ
６ＥＡ

．

将各杆件在荷载 Ｐ２ 单独作用下产生的应变能

代入结构的鲁棒性和冗余度表达式，可知不同杆件

的结构鲁棒性和冗余度，其表达式可记为

ＲＰ２
１２ ＝ ＲＰ２

２３ ＝ １ －
Ｐ２

２ ｌ
２４ＥＡＵ０

＝ １ － １
１２

Ｐ２

Ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，（２６）

ＲＰ２
１４ ＝ ＲＰ２

２４ ＝ ＲＰ２
２５ ＝ ＲＰ２

３５ ＝ ＲＰ２
４５ ＝ １ －

Ｐ２
２ ｌ

６ＥＡＵ０

＝

１ － １
３

Ｐ２

Ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

． （２７）

３．３．３　 荷载 Ｐ３ 单独作用下的结构鲁棒性和冗余度

荷载 Ｐ３ 单独作用下，节点 １ 的水平反力为零，

节点 １、３ 竖向反力分别为
１
４
Ｐ３ 和

３
４
Ｐ３， 杆件 １２ 轴

力为
３
１２

Ｐ３， 杆件 ２３ 轴力为
３
４
Ｐ３， 杆件 ３５ 轴力为

３
２
Ｐ３， 杆件 １４、２４、２５、４５ 轴力为

３
６
Ｐ３， 则杆件 １２

的轴向应变能为
Ｐ３

２ ｌ
９６ＥＡ

， 杆件 ２３ 的轴向应变能为
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３Ｐ３
２ ｌ

３２ＥＡ
， 杆件 ３５ 的轴向应变能为

３Ｐ３
２ ｌ

８ＥＡ
， 杆件 １４、

２４、２５、４５ 的轴向应变能为
Ｐ３

２ ｌ
２４ＥＡ

．

将各杆件在荷载 Ｐ３ 单独作用下产生的应变能

代入结构的鲁棒性和冗余度表达式，可知不同杆件

的结构鲁棒性和冗余度，其表达式可记为

ＲＰ３
１２ ＝ １ －

Ｐ３
２ ｌ

９６ＥＡＵ０

＝ １ － １
４８

Ｐ３

Ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， （２８）

ＲＰ３
２３ ＝ １ －

３Ｐ３
２ ｌ

３２ＥＡＵ０

＝ １ － ３
１６

Ｐ３

Ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， （２９）

ＲＰ３
３５ ＝ １ －

３Ｐ３
２ ｌ

８ＥＡＵ０

＝ １ － ３
４

Ｐ３

Ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， （３０）

ＲＰ３
１４ ＝ ＲＰ３

２４ ＝ ＲＰ３
２５ ＝ ＲＰ３

４５ ＝ １ －
Ｐ３

２ ｌ
２４ＥＡＵ０

＝

１ － １
１２

Ｐ３

Ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

． （３１）

　 　 由式（２２） ～式（３１）可知，不同荷载作用下，各
杆件的结构鲁棒性和冗余度均与其外荷载值和杆件

轴向力极限值相关，并受外荷载值与杆件轴向力极

限值之比的直接影响． 又因为 Ｐ１ ＝ Ｐ２ ＝ Ｐ３ ＝ Ｐ０， 所

以
Ｐ１

Ｆ
＝
Ｐ２

Ｆ
＝
Ｐ３

Ｆ
＝
Ｐ０

Ｆ
． 此时，结构各杆件的鲁棒性和

冗余度均与
Ｐ０

Ｆ
成二次抛物线变化，并随着

Ｐ０

Ｆ
的增

加而逐渐减小，可对其进一步赋值，以更加清晰的了

解结构在某一具体外荷载作用下各个杆件的鲁棒性

和冗余度变化情况． 令
Ｐ０

Ｆ
＝ １

２
，即

Ｐ１

Ｆ
＝
Ｐ２

Ｆ
＝
Ｐ３

Ｆ
＝ １

２
，

则此时各个杆件在不同荷载作用下的结构鲁棒性和

冗余度，如图 ４ 所示．

P1

P2

P3

1.05

1.00

0.95

0.90

0.85

0.80

0.75

R

R12 R23 R14 R24 R25 R35 R45

图 ４　 结构在外荷载作用下的鲁棒性和冗余度

Ｆｉｇ． ４ 　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ ａｎｄ ｒｅｄｕｎｄａｎｃｙ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ
ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄ ｅｆｆｅｃｔ

　 　 由图 ４ 可知，结构不同杆件因为可能产生相同

的应变能而具有相同的结构鲁棒性和冗余度． 不同

荷载位置作用下，杆件 １４、３５ 的结构鲁棒性和冗余

度较小，即杆件 １４、３５ 对外荷载作用下的容许能力

较小，为抗力较薄弱杆件．
由 ３．１ 节可知，结构的鲁棒性、冗余度和易损性

受杆件强度、杆端约束以及荷载路径影响显著． 结

构设计及分析过程中，可通过提高结构构件的材料

强度及截面尺寸、增加杆端约束、优化荷载分配等措

施增强和提高结构的鲁棒性、冗余度，即降低结构的

易损性；也可据此找出并补强结构的抗力薄弱杆件，
进而降低结构损伤甚至安全事故所造成的损失．

４　 结　 论

１）通过综述结构的鲁棒性、冗余度和易损性研

究进展，探讨了结构的鲁棒性、冗余度和易损性本质

含义，对比分析了已有各评价指标的表达形式，进而

提出了基于应变能的评价指标，并进一步分析了结

构的鲁棒性、冗余度和易损性之间的相互关系及其

基本影响因素．
２）结构的鲁棒性、冗余度和易损性分析源于不

同时期、不同领域，其本质均是反映结构特别是损伤

结构抵抗外力作用的能力，其中结构鲁棒性、冗余度

侧重结构在外力作用下安全储备或剩余容许能力，
而结构易损性则更直观反映了结构在外力作用下的

破坏程度．
３）结构鲁棒性、冗余度评价指标具有相似的表

达形式，并与易损性呈反比例变化；可通过提高结构

构件的材料强度及截面尺寸、增加杆端约束、优化荷

载分配等措施增强和提高结构的鲁棒性、冗余度，即
降低结构的易损性．

４）基于所提出的应变能评价指标，可进一步分

析结构尤其是损伤结构抵抗外力作用的能力，找出

并补强结构抗力薄弱部位，进而降低结构损伤甚至

安全事故所造成的损失．
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