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摘　 要： 为从机械振动信号中提取出有效特征进行故障诊断，提出一种利用变分模态分解（ＶＭＤ）求取振动信号双标度分形

维数的特征提取方法． 变分模态分解通过迭代求解变分模型的方式将多分量的振动信号分解为若干个不同时间尺度的本征

模态函数分量（ ＩＭＦ） ． 在多维测度空间，某一时间段内多变量时间序列所占据的空间可以用多维超体体积进行度量． 由于

ＶＭＤ 得到的 ＩＭＦ 本质上为多变量的时间序列，因此，利用 ＩＭＦ 定义和计算多维超体体积，得到振动信号的时间尺度和多维超

体体积的双对数曲线． 根据分形理论和双对数曲线的突变点，对双对数曲线进行分段最小二乘线性拟合，定义并提取了振动

信号的双标度分形维数特征． 仿真结果表明，利用 ＶＭＤ 方法估计分形维数的平均相对误差为 ４．７１％，提高了分形维数估计的

精确度． 实测行星齿轮箱振动信号对比实验结果表明，利用 ＶＭＤ 双标度分形维数特征能够更好地表征机械振动信号的分形

特征，行星齿轮箱故障诊断准确率达到了 １００％．
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　 　 大部分行星齿轮箱在低速重载等恶劣的工作环

境中运行，其太阳轮、行星轮和齿圈等关键结构易出

现磨损和裂纹等损伤故障［１］ ． 行星齿轮箱特殊的传

动结构特点，导致其振动信号耦合严重，多模式混叠，
故障特征微弱，给行星齿轮箱故障特征提取和故障诊

断带来了较大的难度［２－３］ ． 行星齿轮箱的振动信号往

往包含多个分量，采用传统的频率解调方法直接分析

信号，具有一定的局限性． 因此，近年来很多学者采用

多分量分解的方法对原始振动信号进行信号分解． 经
验模态分解（ＥＭＤ）方法是应用比较广泛的信号分解

处理方法，它将非平稳信号分解为不同时间尺度的信

号分量［４－５］ ． 但是，ＥＭＤ 方法存在模态混叠和端点效

应，且当信号受到噪声污染时，分解误差较大． 针对

ＥＭＤ 方法存在的缺陷，Ｄｒａｇｏｍｉｒｅｔｓｋｉｙ 等［６］ 提出了一

种新的信号分解方法———变分模态分解（ＶＭＤ），该
方法通过完全非递归的方式寻求变分模型的最优解，



根据每个分解分量的中心频率和带宽，实现信号的频

域分解与各分量的有效分离． 和 ＥＭＤ 方法相比，
ＶＭＤ 具有分解效果好，鲁棒性强等优点［７－９］ ．

对行星齿轮箱振动信号分解后，如何对各个分量

提取故障特征是面临的另外一个问题． 近年来，基于非

线性动力学参数的特征提取方法引起了广泛关

注［１０－１１］ ． 其中，分形维数特征由于能够有效地描述非线

性时间序列的自相似性和复杂度，因此在混沌序列和

机械信号等信号分析中得到了广泛的应用［１２－１４］ ． 目前，
常用的分形维数估计方法主要为盒计数法（ＢＣ）、去趋

势波动分析（ＤＦＡ）和形态学覆盖法（ＭＣ）等． 但这些方

法都存在一些不足，如 ＢＣ 方法在大尺度上存在过计

数，在小尺度上存在欠计数的问题；ＤＦＡ 方法估计分形

维数时，受残差序列趋势去除方法影响较大．
本文提出了一种利用 ＶＭＤ 的双标度分形维数特

征提取方法． 首先，利用 ＶＭＤ 方法将振动信号分解为

多个本征模态函数（ＩＭＦ）分量信号，利用互信息理论确

定 ＶＭＤ 方法中 ＩＭＦ 分量的数目； 然后，对得到的每个

ＩＭＦ 分量信号进行正交化，根据分形维数理论，计算和

绘制振动信号的时间尺度和多维超体体积的双对数曲

线；对双对数曲线分段进行最小二乘线性拟合，得到振

动信号的双标度分形维数特征． 实验结果表明，提取的

特征参数能够有效地区分行星齿轮箱不同的故障状态．

１　 变分模态分解理论

１．１　 变分模型的构造

本质上，本征模态函数（ＩＭＦ）应该是一个调幅－
调频信号． 因此，变分模态分解理论将 ＩＭＦ 重新定

义为如式（１）所示的信号．
ｕｋ（ ｔ） ＝ Ａｋ（ ｔ）ｃｏｓ（φｋ（ ｔ）） ． （１）

式中： Ａｋ（ ｔ）、φｋ（ ｔ） 分别为 ｕｋ（ ｔ） 的瞬时幅值和瞬时

相位，且 φｋ（ ｔ） 是非减函数， ωｋ（ ｔ） ＝ ｄφｋ（ ｔ） ／ ｄｔ ≥ ０
为瞬时角频率．

假设原信号 ｘ（ｔ） 为多分量信号，其由有限个具有

不同中心频率、有限带宽的 ＩＭＦ 分量 ｕｋ（ｔ） 组成． ＶＭＤ
理论将信号分解问题转化为变分问题，在各 ＩＭＦ 分量

之和等于输入信号 ｘ（ｔ） 的约束下，寻求每个 ＩＭＦ 分量

的估计带宽之和最小，模型构建具体步骤如下：
１）对每个 ＩＭＦ 分量 ｕｋ（ ｔ） 作希尔伯特变换，构

造解析信号． 然后，对每个 ＩＭＦ 分量的解析信号混

合一预估中心频率 ｅ － ｊωｋｔ， 将每个 ＩＭＦ 分量的频谱调

制到相应的基频带上，即
［（δ（ ｔ） ＋ ｊ ／ （πｔ））∗ｕｋ（ ｔ）］ｅ

－ ｊωｋｔ ． （２）
式中： δ（ ｔ） 为冲击函数，“ ∗ ”为卷积符号， ｛ωｋ｝ ＝
｛ω１，ω２，…，ωＫ｝ 为各 ＩＭＦ 分量的中心频率， Ｋ 为

ＩＭＦ 分量的数目．

２）计算式（２）所表示的解调信号梯度的 Ｌ２ 范

数，估计出各个 ＩＭＦ 分量的带宽，引入约束条件，构
造如下形式的变分模型：

ｍｉｎ
｛ｕｋ｝，｛ωｋ｝

｛∑
Ｋ

ｋ ＝ １
‖∂ｔ［（δ（ ｔ） ＋ ｊ

πｔ
）∗ｕｋ（ ｔ）］ｅ

－ ｊωｋｔ‖２
２｝，

ｓ．ｔ． ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ｕｋ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ） ．

１．２　 变分模型的求解

１）引入二次惩罚因子 α 和拉格朗日乘法算子

λ（ ｔ）， 构造扩展拉格朗日函数：

Ｌ（｛ｕｋ｝，｛ωｋ｝，λ）＝ α∑
Ｋ

ｋ ＝１
‖∂ｔ［（δ（ｔ） ＋ ｊ

πｔ
）∗ｕｋ（ｔ）］ｅ

－ｊωｋｔ‖２
２ ＋

‖ｘ（ ｔ） － ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ｕｋ（ ｔ）‖

２

２
＋ 〈λ（ ｔ），ｘ（ ｔ） － ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
ｕｋ（ ｔ）〉，

将约束性的变分问题转换为非约束性的变分问题．
其中，二次惩罚因子 α为较大的正数，保证在信号中

含有高斯噪声的情况下有较好的重构精度，拉格朗

日算子 λ（ ｔ） 使得约束条件保持严格性．
２）利用乘法算子交替方向法（ＡＤＭＭ）求解上

述变分模型，通过交替迭代更新 ｕｋ
ｎ＋１（ ｔ）、ωｎ＋１

ｋ （ ｔ） 和

λｎ＋１（ｔ），求取扩展的拉格朗日函数的鞍点，此鞍点即为

变分模型的最优解． ＶＭＤ 算法的流程如图 １ 所示．
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n+1-uk

n‖2/‖uk
n‖2＜ε?∑

k=1

K

2 2

λn+1=λn+τ(x- un+1)∑
k=1

K

N

Y

n=n+1
Fork=1∶K,更新ωk:

ωk =argminL(｛un+1｝,｛ωn+1｝,｛ωn ｝,λn)i
n+1

ωk
i＜k i≥k

Fork=1∶K,更新uk:
uk =argmin(L｛un+1｝,｛ωn+1｝,｛ωn｝,λn)i＜k

n+1

uk
i≥k i

令n=0，初始化｛uk｝、｛ωk｝和λ11 1

输入信号x(t)

更新λ∶

图 １　 ＶＭＤ 算法流程

Ｆｉｇ．１　 Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ＶＭＤ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
图 １ 中 τ为更新因子， ε为判别精度． ｕｎ＋１

ｋ （ ｔ） 的更新

求解方法为

ｕ^ｎ＋１
ｋ （ω） ＝

ｘ^（ω） － ∑
Ｋ

ｉ≠ｋ
ｕ^ｉ（ω） ＋ λ^（ω） ／ ２

１ ＋ ２α （ω ＋ ωｋ） ２ ． （３）
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对式（３）进行逆傅里叶变换，则可以得到时域

的 ＩＭＦ 分量． 中心频率 ωｎ＋１
ｋ ｔ( ) 更新求解方法为

ωｎ＋１
ｋ ＝ ∫¥

０
ω ｜ ｕ^ｋ（ω） ｜ ２ｄω( ) ／ ∫¥

０
｜ ｕ^ｋ（ω） ｜ ２ｄω( ) ．

１．３　 ＶＭＤ 分量数目的确定方法

在使用 ＶＭＤ 对信号进行分解时，需要预先设

定分解分量的数目 Ｋ，而不同的 Ｋ 值对分解结果会

产生较大的影响． 在信息论中， 互信息定义为两个

随机变量间不确定度的差值，用于测度两个随机变

量的统计相关性． 互信息的优势在于其既能描述两

个变量间的线性相关性，又能描述两个变量间的非

线性相关性． 所以，本文采用互信息法确定 ＶＭＤ 分

解分量的数目．
在信息论中，互信息的计算公式如下式所示：

Ｉ（Ｘ ｜ Ｙ） ＝ Ｈ（Ｙ） － Ｈ（Ｙ ｜ Ｘ） ． （４）
式中： Ｈ（Ｙ） 为 Ｙ的信息熵，Ｈ（Ｙ ｜ Ｘ） 为 Ｘ对 Ｙ的条

件信息熵． Ｘ 与 Ｙ 的相关性越强，互信息值则越大．
本文中设 Ｙ 为原始信号，Ｘ 为分解得到的每个 ＩＭＦ
分量，根据式（４）计算每个 ＩＭＦ 分量和原信号的互

信息值． 对所有互信息值归一化，得
δｉ ＝ Ｉ（ｕｉ， ｘ） ／ ｍａｘ（ Ｉ（ｕｉ， ｘ）） ．

　 　 设定一个阈值， 当互信息值 δｉ 小于阈值时， 则

说明分解的该 ＩＭＦ 分量和原信号的相关性较小，可
认为原始信号已被合理地完全分解，从而得到合适

的 Ｋ 值．

２　 基于 ＶＭＤ 的分形维数理论

２．１　 分形维数基本原理

众所周知， 如果把正方体的边长 Ｌ 增大为原来

的 ｋ倍，那么它的二维测度表面积 Ｓ和三维测度体积

Ｖ 会分别增大到原来的 ｋ２ 倍和 ｋ３ 倍． 上述关系推广

到一般情况，即如果 Ｙ是一个具有 Ｄ维测度的变量，
则 Ｙ 也应该满足上述关系，即

Ｌ ∝ Ｓ１ ／ ２ ∝ Ｖ１ ／ ３ ∝ Ｙ１ ／ Ｄ ． （５）

　 　 根据式（５）所示的测度关系，即可定义和估计

分形体的分形维数．
对于时间序列信号而言，分形的自相似性主要体

现在信号的时域波形中． ＶＭＤ 分解产生的 ＩＭＦ 分量

本质上是一种多变量时间序列，每个机械振动信号通

过 ＶＭＤ 分解均可得到一个多变量时间序列． 在多维

测度空间中，某一时间段内多变量时间序列所占据的

空间可以利用所谓的多维超体体积进行度量． 根据

式（５），若以时间尺度作为测量尺度，则时间尺度ε和
多维超体的体积 Ｖ 应该存在如下幂律关系：

ε ∝ Ｖ１ ／ Ｄ ．

２．２　 ＶＭＤ 分量正交化

根据多维超体的定义得知，若利用 ＶＭＤ 分解

得到的 ＩＭＦ 分量计算体积，需要各 ＩＭＦ 分量正交，
而 ＶＭＤ 分解的各 ＩＭＦ 分量并非严格正交化，所以

首先要将 ＩＭＦ 分量正交化． 本文采用正交坐标变换

的方法对 ＩＭＦ 分量正交化．
假设 ＶＭＤ 将一维信号 ｘ（ ｔ） 分解成 Ｋ 个 ＩＭＦ 分

量，即 ｘ（ ｔ） ＝ ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
ｕｋ（ ｔ）， 构建分量矩阵

Ｕ ＝ ［ｕ１（ ｔ），ｕ２（ ｔ），…，ｕＫ（ ｔ）］ ．
式中： Ｕ ∈ ＲＮ×Ｋ，Ｎ 为信号 ｘ（ ｔ） 的数据长度． 根据

式（６） 计算分量矩阵 Ｕ 的协方差矩阵

ΣＵ ＝ １
ｎ

ＵＴＵ． （６）

　 　 对协方差矩阵 ΣＵ 进行正交对角化，获得 Ｋ个特征

值 λ１ ≥ λ２ ≥…≥ λＫ 及其对应的单位正交特征向量

ｐ１， ｐ２，…， ｐＫ，定义正交的 ＩＭＦ 分量 ｛ｕ～ ｋ｝ 为

［ｕ～ １（ ｔ），ｕ
～
２（ ｔ），…，ｕ～ ｋ（ ｔ）］ ＝ ［λ１ｐ１，λ２ｐ２，…，λＫｐＫ］ ．

２．３　 多维超体体积计算

设振动信号的长度为Ｎ，利用时间尺度 ε 将振动

信号正交化的 ＩＭＦ 分量 ｕ～ ｋ ＝ ｛ｕ～ ｋ（０），ｕ
～
ｋ（１），…，

ｕ～ ｋ（Ｎ － １）｝ 划分成 ｐ个区间，其中 ｐ ＝ ［（Ｎ － １） ／ ε］，

符号［ ］表示取整． 对于任意区间，将 ｕ～ ｋ 的最大值与

最小值之差定义为多维超体在该区间的边长，即多维

超体在第 ｋ 维空间中的边长可描述为

Ｌｋ（ｑ） ＝ ｍａｘ
（ｑ－１）ε≤ｔ≤ｑε

｛ｕ～ ｋ（ ｔ）｝ － ｍｉｎ
（ｑ－１）ε≤ｔ≤ｑε

｛ｕ～ ｋ（ ｔ）｝ ．

式中： Ｌｋ（ｑ） 为多维超体在第 ｑ个区间的第 ｋ维空间

中的边长，ｑ ＝ １，２，…，ｐ．
多维超体的体积计算方法为

Ｖ（ε）＝ １
εＫ∑

ｐ

ｑ ＝１
∏

Ｋ

ｋ
（ ｍａｘ
（ｑ－１）ε≤ｔ≤ｑε

｛ｕｋ（ｔ）｝ － ｍｉｎ
（ｑ－１）ε≤ｔ≤ｑε

｛ｕｋ（ｔ）｝）．

（７）
式中 Ｖ（ε） 表示时间尺度 ε下多维超体的体积． 通过

改变时间尺度 ε 的大小，最终可得到一个多维超体

体积序列．
２．４　 分形维数估计

根据式（７），振动信号的分形维数 Ｄ 可定义为

Ｄ ＝ ｌｉｍ
ε→０

（ｌｎ Ｖ（ε） ／ ｌｎ ε） ． （８）

　 　 对于式（８）所示的极限问题，工程实际中很难

求解． 为此，引入最小二乘法（ＬＳＭ）将上述极限问

题转化为线性拟合问题进行处理，从而求取分形维

数 Ｄ 的近似值． 首先对 ε 和 Ｖ（ε） 进行对数变换，并
绘制双对数曲线 （ｌｎ ε，ｌｎ Ｖ（ε））， 然后采用 ＬＳＭ 对
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双对数曲线进行一阶线性拟合． 拟合直线的斜率即

为分形维数 Ｄ 的近似估计：

　 Ｄ ＝
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ εｉ ｌｎ Ｖ（εｉ） － ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ εｉ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ Ｖ（εｉ）

ｎ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｌｎ εｉ） ２ － ∑

ｎ

ｉ ＝ １
［ｌｎ Ｖ（εｉ）］ ２

．

式中 ［ε１，ε２，…，εｎ］ 为时间尺度序列．
２．５　 仿真信号分析

为了评估所提分形维数估计方法的性能，选取

分数布朗运动（ＦＢＭ）信号作为标准分形信号进行

研究． 同时引入盒计数法、去趋势波动分析和 ＥＭＤ
方法作为对比．

ＦＢＭ 信号本质上是一个具有平稳增量的自相

似性和零均值高斯随机过程． 如果两个 ＦＢＭ 信号相

互独立，则具有如下特性：
Ｅ（ｂＨ（ ｔ）ｂＨ（ ｓ）） ＝ σ２（ ｔ ２Ｈ ＋ ｓ ２Ｈ － ｔ － ｓ ２Ｈ） ．

式中： Ｅ 为数学期望， σ２ 为 ｂＨ（ ｔ） 和 ｂＨ（ ｓ） 的方差，
Ｈ 为 Ｈｕｒｓｔ 指数， ０ ＜ Ｈ ＜ １． ｂＨ（ ｔ） 的分形维数完全

由 Ｈｕｒｓｔ 指数决定，其理论分形维数 Ｄ ＝ ２ － Ｈ．
实验中利用Ｍａｔｌａｂ 分形工具箱生成 ＦＢＭ 信号，

信号的采样频率和采样时间分别为 ４ ０９６ Ｈｚ 和

０．５ ｓ． 图 ２ 为 ５ 个具有不同分形维数的 ＦＢＭ 信号．
　 　 随着分形维数的增加，ＦＢＭ 信号的波形变得越

来越复杂． 在 ＶＭＤ 算法中，由于二次惩罚因子 α 取

值在［１００，４ ０００］范围内变化对结果基本没有影响，
所以 ＶＭＤ 分解过程中 α 取值设为 ２ ０００． 利用互信

息法确定分量数目 Ｋ 的阈值设定为 ０．０１．
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图 ２　 具有不同分形维数的 ＦＢＭ 信号

Ｆｉｇ．２　 ＦＢＭ ｓｉｇｎａｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ

　 　 表 １ 给出了采用 ４ 种方法对 ＦＢＭ 信号分形维

数进行估计的结果，包括估计值和相对误差． 其中，
利用 ＥＭＤ 估计分形维数的方法类似于使用 ＶＭＤ
估计分形维数的方法，采用互信息法确定有用的

ＩＭＦ 分量的数目，阈值设定为 ０．０５． 由于 ＦＢＭ 信号

的随机性，实验中每个给定的 Ｈｕｒｓｔ 指数均生成了 ５
个 ＦＢＭ 信号，表 １ 中相应的数据为 ５ 个 ＦＢＭ 信号

的平均结果．
表 １　 ＦＢＭ 信号分形维数估计结果

Ｔａｂ．１　 Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｆｏｒ ＦＢＭ ｓｉｇｎａｌｓ

理论值 Ｄ
ＢＣ

估计值 相对误差 ／ ％

ＤＦＡ

估计值 相对误差 ／ ％

ＥＭＤ

估计值 相对误差 ／ ％

ＶＭＤ

估计值 相对误差 ／ ％

１．１ １．０７９ ９ １．８２ １．２３６ ７ １２．４３ １．１３８ １ ２．９０ １．１１５ ２ １．３８

１．２ １．１０２ ７ ８．１１ １．１８１ １ １．５８ １．１１７ ０ ６．９２ １．１９５ ４ ０．３８

１．３ １．１９８ １ ７．８４ １．３４１ ４ ３．１８ １．３１１ ９ ０．９２ １．３１８ ９ １．４５

１．４ １．２６０ ８ ９．９４ １．４７７ ４ ５．５３ １．５０６ ４ ７．６０ １．３２０ ２ ５．７０

１．５ １．３３８ ５ １０．７７ １．７２２ ０ １４．８０ １．６３７ ８ ９．１９ １．３７９ ３ ８．０５

１．６ １．４１２ ９ １１．６９ １．７３３ ９ ８．３７ １．７２７ ９ ７．９９ １．４７４ ６ ７．８３

１．７ １．４１１ ２ １６．９９ １．５８９ ５ ６．５０ １．５６１ １ ８．１７ １．５９７ ５ ６．０３

１．８ １．４０７ ５ ２１．８０ １．６６５ ４ ７．４８ １．６８０ ８ ６．６２ １．６９８ ０ ５．６６

１．９ １．４１２ １ ２５．６８ １．５３５ ３ １９．１９ １．６５７ ８ １２．７４ １．７８７ ８ ５．９１

　 　 由表 １ 可得，就平均相对误差而言，利用 ＶＭＤ
方法估计的平均相对误差为 ４．７１％，小于 ＢＣ 法的

１２．７４％、ＤＦＡ 的 ８．７８％和 ＥＭＤ 的 ７．０１％，同时利用

ＶＭＤ 方法估计的最大相对误差仅为 ８．０５％． 由于

ＢＣ 法在大尺度上存在过计数和在小尺度上存在欠

计数的问题，对于所有 ＦＢＭ 信号，ＢＣ 法估计的分形

维数总是偏小，并且随着 ＦＢＭ 信号波形复杂度的增

加，分形维数的相对误差也增加，最大误差达到了

２５．６８％． ＤＦＡ 估计的结果比 ＢＣ 法估计的结果稍

好，但是由于 ＤＦＡ 估计分形维数时受残差序列趋势

去除方法影响较大，而目前没有成熟的理论合理选

取残差序列趋势去除方法，其相对误差在 １．５８％ ～
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１９．１９％，平均相对误差 ８．７８％，仍然很大． 利用 ＥＭＤ
估计分形维数的方法估计的结果相对于传统方法，
估计结果得到了一定的改善，但是由于 ＥＭＤ 方法本

身固有的缺陷，导致估计结果比 ＶＭＤ 方法较差． 仿

真实验结果表明，利用 ＶＭＤ 的分形维数估计方法

整体上优于 ＢＣ 法、ＤＦＡ 方法和 ＥＭＤ 方法．

３　 利用 ＶＭＤ 的振动信号双标度分形

维数特征

３．１　 实验数据采集

本文采集的振动信号来自一个行星齿轮箱实验

系统，通过机械加工的手段在太阳轮、行星轮和齿圈

的单个轮齿上设置了齿面磨损的局部故障，磨损形

式如图 ３ 所示． 在太阳轮、行星轮和齿圈单个轮齿

上分别设置了宽 １．５ ｍｍ、深 １ ｍｍ 的磨损量．

(a)太阳轮故障 (b)行星轮故障

(c)齿圈故障

图 ３　 齿轮预置故障

Ｆｉｇ．３　 Ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｆａｕｌｔｓ ｏｆ ｇｅａｒｓ

　 　 采集的行星齿轮箱 ４ 种状态的原始振动信号如

图 ４ 所示．
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(c)行星轮故障 (b)齿圈故障
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图 ４　 行星齿轮箱 ４ 种状态的原始振动信号

Ｆｉｇ．４ 　 Ｏｒｉｇｉｎａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｓｉｇｎａｌｓ ｏｆ ｆｏｕｒ ｓｔａｔｅｓ ｆｒｏｍ ｐｌａｎｅｔａｒｙ
ｇｅａｒｂｏｘ

　 　 实验中，电动机转速控制在 １ ２００ ｒ ／ ｍｉｎ，采样

频率为 ２０ ｋＨｚ，分别采集正常状态、太阳轮故障、行

星轮故障和齿圈故障 ４ 种运行状态数据各 ４０ 组，共
计 １６０ 组．
３．２　 振动信号的双标度分形特性

利用 ＶＭＤ 估计振动信号的分形维数时，每个

振动信号都会得到一条时间尺度和多维超体体积的

双对数曲线． 在实验过程中，ＶＭＤ 的参数二次惩罚

因子 α 取值设为 ２ ０００，利用互信息法设定分量数目

Ｋ 的阈值为 ０．０１．
图 ５ 为行星齿轮箱 ４ 种不同运行状态振动信号

的双对数曲线及其拟合结果．
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散点图 第I尺度拟合直线 第II尺度拟合直线 整体拟合直线

图 ５　 （ε，Ｖ（ε））双对数曲线及其线性拟合结果

Ｆｉｇ．５　 Ｌｏｇ⁃ｌｏｇ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｌｉｎｅａｒ ｆｉｔｔｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｖ（ε） ｖｅｒｓｕｓ ε

　 　 由图 ５ 可知，坐标点 （ε，Ｖ（ε）） 在二维空间并

不呈现线性分布，在整个时间尺度上进行直线拟合

的误差非常大，所估分形维数不能准确描述振动信

号的分形特征． 观察双对数曲线图发现，随着时间

尺度逐渐增大，双对数曲线斜率会出现一个突变点，
而突变点两边均表现出近似的线性关系． 因此，为
了更好地提取振动信号分形特征，在采用 ＶＭＤ 计

算振动信号的分形维数时，定义了双标度分形维数

的概念． 在图 ５ 中，根据双对数曲线中的突变点将

时间尺度划分为两部分，突变点左侧的时间尺度称

为第 Ｉ 尺度，突变点右侧的称为第 ＩＩ 尺度． 第 Ｉ 尺度

表示的是时间尺度划分较为精细的部分，描述的是

信号的细节信息，第 ＩＩ 尺度表示的是时间尺度划分

较宽的部分，描述的是信号的趋势信息． 从图中可

以看出，与整体拟合直线相比，在第 Ｉ 尺度和第 ＩＩ 尺
度上的拟合结果要更好地贴合振动信号的双对数曲

线，说明双标度分形维数能够更好地表征振动信号

的分形特征．
３．３　 双标度分界点的选取方法

如何选择合适的分界点是提取振动信号双标度

分形维数特征的关键，本文提出了如下的分界点自

适应选取方法：
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１）对于时间尺度序列 ［ε１，ε２，…，εｎ］，利用 εｉ

初步将时间尺度划分为第 Ｉ 尺度和第 ＩＩ 尺度两部

分， ｉ ＝ ２， ３，…，ｎ － １；
２）采用最小二乘法分别对第 Ｉ 尺度和第 ＩＩ 尺度

对应的双对数曲线进行线性拟合， 拟合直线分别记

为 ｌ１ 和 ｌ２；
３）计算整体拟合误差 ｅ（ ｉ） ＝ ｅ１（ ｉ） ＋ ｅ２（ ｉ），其中

ｅ１（ ｉ） 和 ｅ２（ ｉ） 分别为第 Ｉ 尺度和第 ＩＩ 尺度的拟合

误差；
４）搜索 ｅ（ ｉ） 的最小值 ｅｍｉｎ，选择该最小值对应

的时间尺度为最终分界点．
最终分界点对应的拟合直线 ｌ１ 和 ｌ２ 的斜率即为

振动信号的双标度分形维数．
３．４　 实验结果及分析

将利用 ＶＭＤ 的双标度分形维数特征提取方法

应用于实测行星齿轮箱振动信号． 作为对比实验，
也使用 ＢＣ 法、ＤＦＡ 方法和 ＥＭＤ 方法计算估计行星

齿轮箱振动信号的分形维数． 在 ＶＭＤ 方法提取振

动信号的分形维数特征时，同样也计算了利用整体

拟合直线估计的分形维数，可称为 ＶＭＤ 的单标度

分形维数，实验结果如图 ６ 所示．
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图 ６　 不同方法估计的分形维数结果

Ｆｉｇ．６　 Ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ
　 　 从图 ６ 可以看出，ＢＣ 法估计的分形维数能够将

行星齿轮箱的太阳轮故障和齿圈故障区分出来，但
无法区分正常状态和行星轮故障． ＤＦＡ 方法估计的

分形维数只能够有效地识别出正常状态，但对于行

星齿轮箱其他 ３ 种故障状态基本无法区分． ＥＭＤ 方

法能够区分太阳轮故障和行星轮故障，但对于正常

信号和齿圈故障区分度不高． 图 ６（ｄ）为利用 ＶＭＤ
采用整体拟合直线估计的单标度分形维数，该分形

维数能够有效地识别出太阳轮故障和行星轮故障，
对于正常状态和齿圈故障虽然能够有一定的区分

度，但两种状态的差异并不明显． 图 ６（ ｅ）为利用

ＶＭＤ 的振动信号双标度分形维数特征，该特征准确

地区分出了行星齿轮箱 ４ 种运行状态． 可见，利用

ＶＭＤ 方法估计的振动信号分形维数特征要明显好

于 ＢＣ 法、ＤＦＡ 法和 ＥＭＤ 方法．
　 　 为了进一步验证所提方法的有效性，将利用 ＢＣ
法、ＤＦＡ 方法、ＥＭＤ 方法估计的分形维数特征以及

ＶＭＤ 的单标度和双标度分形维数特征输入分类器，
比较分类准确率． 分类器选择 Ｋ－近邻分类器（Ｋ－
ＮＮＣ）、支持向量机（ＳＶＭ）和极限学习机（ＥＬＭ）３ 种

分类器． 实验中，将行星齿轮箱 ４ 种运行状态的 １６０
个样本随机分成两等份，其中一份为训练样本，另一

份为测试样本． 实验过程重复 ２０ 次，每次实验样本

重新随机划分，分类结果如表 ２ 所示．
表 ２　 行星齿轮箱故障诊断准确率对比结果

Ｔａｂ．２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｃｃｕｒａｃｙ ｆｏｒ ｆａｕｌｔ ｄｉａｇｎｏｓｉｓ ｏｆ ｐｌａｎｅｔａｒｙ
ｇｅａｒｂｏｘ

方法
测试准确率 ／ ％

ＢＣ ＤＦＡ ＥＭＤ ＶＭＤ 单标度 ＶＭＤ 双标度

Ｋ－ＮＮＣ ７６．２５ ７３．１３ ７８．６８ ８８．４４ １００．００

ＳＶＭ ８３．４４ ７５．００ ８６．２５ ９１．８８ １００．００

ＥＬＭ ８１．２５ ７６．８８ ８５．９２ ９０．３１ １００．００

平均值 ８０．３１ ７５．００ ８３．６２ ９０．２１ １００．００

　 　 从表 ２ 可看出，利用 ＶＭＤ 估计的分形维数分类

准确率均优于 ＢＣ 法、ＤＦＡ 方法和 ＥＭＤ 方法． 对于

双标度分形维数特征，不论哪种分类器，分类准确率

都达到了 １００％，表明利用 ＶＭＤ 的双标度分形维数

特征能够准确地判别行星齿轮箱不同的运行状态．

４　 结　 论

本文提出了一种利用变分模态分解的双标度分

形维数特征提取方法，通过仿真信号和实测行星齿

轮箱振动信号得到以下结论：
１）利用 ＶＭＤ 方法将多分量振动信号分解为有

限个 ＩＭＦ 分量，在分解得到的 ＩＭＦ 分量基础上定义

了多维超体体积． 根据分形理论，得到了信号时间

尺度和多维超体体积的双对数曲线，并计算估计出

信号的分形维数，仿真信号实验表明，基于 ＶＭＤ 的

分形维数优于 ＢＣ 法和 ＤＦＡ 方法等传统的分形维数

估计方法．
２）ＶＭＤ 方法通过完全非递归的方式寻求变分

模型的最优解，根据每个分解分量的中心频率和带
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宽，实现信号的频域分解与各分量的有效分离． 相

比于 ＥＭＤ 方法，利用 ＶＭＤ 方法估计的分形维数误

差小于 ＥＭＤ 方法估计的分形维数．
３）针对行星齿轮箱振动信号双对数曲线的特

点，通过选择合理的分界点，在第 Ｉ 尺度和第 ＩＩ 尺度

两个尺度上对双对数曲线进行分段最小二乘拟合，
得到振动信号的双标度分形维数特征． 行星齿轮箱

实验验证了利用 ＶＭＤ 的双标度分形维数能够准确

地描述行星齿轮箱振动信号的分形特性，有效地识

别行星齿轮箱不同的运行状态，提高故障诊断的准

确率．
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