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Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构的动力学分析
智常建，王三民，李剑锋，李博，彭麒安
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摘　 要： 为分析 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构的几何特性、运动学特性和动力学特性，建立通用的 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构的

运动学和动力学分析模型． 采用拆解法将 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构中的单元机构分成 ４ 个空间串联开链机构；根据开链机构

的特性，引入坐标变换法结合螺旋理论建立 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构的运动学分析模型，用虚功原理法将各空间串联开链机

构组装在一起，构建动力学分析模型和动力学分析方法；以 ４×４ Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构为例分析其运动学和动力学，并用

仿真和实验来验证所建立的动力学分析模型和动力学分析方法． 结果表明：算例中的 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构在其运动范

围内运动平稳，对角线上的单元机构距离驱动单元愈远，其驱动角的角速度和角加速度变化范围越大． 广义力矩的变化比较

平缓，在其运动范围内不会引起较大冲击． 仿真结果、实验结果与运动学和动力分析模型计算结果吻合较好，说明该运动学

和动力学分析模型和方法是准确的，可以用来指导 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构的构型设计、轨迹规划和动力系统参数的选

定等．
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　 　 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构是典型的空间过约束机构，可实现

复杂运动规律，且承载能力强． 许多空间过约束机

构都是以 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构为基础构建的，例如 Ｇｏｌｄｂｅｒｇ
５Ｒ 和 ６Ｒ 机构、Ｍｙａｒｄ 机构等［１］ ． Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构可以

用来构建多种几何形式的可展机构，例如拱形［１－２］、
抛物柱面［３］、圆柱形［４］ 等． Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机

构刚性好，可以应用到航空航天、应急救灾和医疗器

械等领域，应用潜力巨大［２－４］ ．
运动学和动力学的研究一直以来都是机构学的

研究热点，大多数研究主要集中在单环空间机构和

并联机构上［５－１０］ ． Ｚｈｉ 等［５］ 研究了 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构的运

动学和动力学． Ｔｓａｉ、 Ｚｈａｏ、贾晓辉、 Ｋａｌａｎｉ 和 Ｘｉｎ
等［６－１０］分别以不同的并联机构为对象研究了动力学

问题． 可展机构动力学主要集中在平面单元机构组

成的可展机构［１１－１４］，有关空间机构组成的可展机构

动力学研究比较少． 孙宏图等［１１］研究了正方形可展

机构的运动学和动力学． Ｓｕｎ 等［１２］ 研究了剪式单元

机构组成的空间可展机构的运动学和动力学． 李博

等［１３－１４］研究了平面剪式阵列可展机构的动力学，并



分析了运动副间隙耦合对其动力学的影响． 动力学

建模的方法主要包括牛顿－欧拉法、拉格朗日法、凯
恩法和虚功原理法等，这些方法各有各的优势和适

用范围［７－８，１５－１６］ ． 虚功原理法把整个机构作为一个

整体，无需计算各运动副的约束力． Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵

列可展机构具有多闭环和过约束的特性，因此它的

动力学分析模型建立比较复杂，目前尚未见到有关

Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构的动力学建模与分析方

面的公开研究成果．
本文采用拆解法将可展机构中的各单元分解成

多个串联开链机构． 采用坐标变换法和螺旋理论分

析了各串联开链机构的运动学，然后采用虚功原理

将各串联开链机构组装在一起，建立了 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元

阵列可展机构的动力学分析模型． 以 ４×４ 的 Ｂｅｎｎｅｔｔ
单元阵列可展机构为例，分析了其运动学和动力学．
该方法适用范围比较广，对多种空间机构组成的可

展机构的运动学和动力学分析具有借鉴意义．

１　 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构

Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构是由 ４ 个轴线不平行的运动副连

接而成的空间四杆机构，相对的边长相等，结构简图

见图 １（ａ）． 为了方便表示 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机

构，采用 Ｃｈｅｎ［１］ 的方法把 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构看作一个长

方形来对其进行简化，具体见图 １（ｂ）．

(a)一般形式

(b)简化形式

图 １　 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构

Ｆｉｇ．１　 Ｂｅｎｎｅｔｔ ｌｉｎｋａｇｅ
　 　 杆 ＡＢ 作为机架， ｎＡ、ｎＢ、ｎＣ 与 ｎＤ 分别为运动副

Ａ、Ｂ、Ｃ 和 Ｄ 的轴线方向单位向量，分别垂直平面

ＤＡＢ、ＡＢＣ、ＢＣＤ 和 ＣＤＡ． 以 Ａ 点为原点，杆 ＡＢ 所在

的直线为 ｘ 轴，运动副 Ａ 的轴线为 ｚ 轴，建立笛卡尔

坐标系 Ａ⁃ｘ１ｙ１ｚ１， 简称坐标系 １，本文以编号表示坐

标系． 以同样的方法建立图 １ 中的其他 ３ 个坐标系：

Ｂ⁃ｘ２ｙ２ｚ２、Ｃ⁃ｘ３ｙ３ｚ３ 和 Ｄ⁃ｘ４ｙ４ｚ４ ． ｎＡ 与ｎＢ、ｎＣ 与ｎＤ 的夹

角都为 α，ｎＢ 与 ｎＣ、ｎＤ 与 ｎＡ 的夹角为 β． Ｂｅｎｎｅｔｔ 机
构满足下面两个几何条件［５］

ｌ１ ＝ ｌ３ ＝ ｌａ，　 ｌ２ ＝ ｌ３ ＝ ｌｂ，
ｓｉｎ α
ｌａ

＝ ± ｓｉｎ β
ｌｂ

．

　 　 由上述几何条件可以得到 △ＤＡＢ ≌ △ＢＣＤ 和

△ＡＢＣ ≌ △ＢＣＤ，进一步可得 ∠ＤＡＢ ＝ ∠ＢＣＤ ＝ θ １

和 ∠ＡＢＣ ＝∠ＣＤＡ ＝ θ ２，θ １ 和 θ ２ 被称为 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构

的内角． 杆 ＢＣ 与 ｘ 轴正向夹角为 η １ ． 为了便于表

示，将 θ １ 称为 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构的输入角， θ ２ 称为

Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构的内输出角， η １ 称为 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构

的外输出角， η １ 和 θ ２ 满足： η １ ＝ π － θ ２ ． 由文献［５］
可得

η１ ＝ ２ ｔａｎ －１ － ｆ２（θ１） － ｆ２２（θ１） － ｆ１（θ１） ｆ３（θ１）
ｆ１（θ１）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

（１）
式中：

ｆ１（θ１） ＝ （ ｌａ ／ ｌｂ － １）（ｃｏｓ θ１ ＋ １），
ｆ２（θ１） ＝ ｃｏｓ αｓｉｎ θ１，

ｆ３（θ１） ＝ （ ｌａ ／ ｌｂ ＋ １） ｃｏｓ θ１ － １( ) ．
　 　 两个坐标系之间的变换包括两种：转动变换矩

阵 Ｒ 和平移向量 ｄ． 坐标系 ２ 到坐标系 １ 的变换矩

阵为

Ｔ１２ ＝
Ｒ１２ α( ) ｄ１２

０ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

式中 Ｒ１２ α( ) ＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓ α － ｓｉｎ α
０ ｓｉｎ α 　 ｃｏｓ α

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构中其他相邻的坐标系之间的变

换矩阵 Ｔ２３、 Ｔ１４ 以及Ｔ４３ 都可以按照类似的方法

得到．

２　 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构的运动

学和动力学

２．１　 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构

相邻的 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构单元可以通过共享连杆和

运动副的方法连接在一起构成大型的可展机构，称
之为 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构． 此类可展机构中，
最常见的是由 ｎ·ｍ 个相同的 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构构成的 ｎ
行 ｍ 列可展机构，称为 ｎ × ｍ 阵列可展机构，其结构

简图见图 ２． 图 ２ 中，Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构的最

基本形式是由两个 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构通过共享杆组成的，
有两种组成方式：一种是行阵列形式，见图 ３（ａ）；一
种是列阵列形式，见图 ３（ｂ）．
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图 ２　 ｎ×ｍ Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构

Ｆｉｇ．２ 　 ｎ × ｍ Ｂｅｎｎｅｔｔ ｕｎｉｔ ａｒｒａｙ ｄｅｐｌｏｙａｂｌｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

(a)行阵列形式

(b)列阵列形式

图 ３　 相邻 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构单元之间的坐标系

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ａｄｊａｃｅｎｔ Ｂｅｎｎｅｔｔ ｌｉｎｋａｇｅ ｕｎｉｔｓ

　 　 共享杆是组合机构中两个单元共同拥有的构

件，图 ３（ａ）中 ＢｋｉＣｋｉ 就是行阵列机构中单元 ｋｉ 和单

元 ｋ（ ｉ ＋ １） 的共享杆． Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构的

相邻单元之间的坐标变换矩阵是其运动学和动力学

分析的基础，建立图 ３ 中的 ４ 个坐标系，可以得到

Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构两种基本形式的坐标变

换矩阵

ｋ
ＲＴ ｉ（ ｉ ＋１） ＝

ｋ
ＲＲｉ（ ｉ ＋１）（ ｋｉδ，ｋｉα） ｄｉ（ ｉ ＋１）

０ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ｊ
ＣＴｋ（ｋ＋１） ＝

ｊ
ＣＲｋ（ｋ＋１）（ ｋｊθ，ｋｊβ，ｋｊφ１） ｄｋ（ｋ＋１）

０ １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

式中： ｋ
ＲＲｉ（ ｉ ＋１）（ ｋｉδ， ｋｉα） 为坐标系 ｋ（ ｉ ＋ １） 到坐标系

ｋｉ 的转动变换矩阵， ｋｉδ ＝ｋ（ ｉ ＋１） θ １ － ｋｉφ１，ｄｉ（ ｉ ＋１） 为坐标

系 ｋ（ ｉ ＋ １） 到 坐 标 系 ｋｉ 的 平 移 向 量，
ｊ
ＣＲｋ（ｋ＋１）（ ｋｊθ，ｋｊβ，ｋｊφ１） 为坐标系 （ｋ ＋ １） ｊ到坐标系 ｋｊ
的转动变换矩阵， ｄｋ（ｋ＋１） 为坐标系 （ｋ ＋ １） ｊ 到坐标

系 ｋｊ 的平移向量．

２．２　 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构的运动学分析

将 ｎ × ｍ 的 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构第 ｉ 行 ｊ
列的单元机构编号为 ｉｊ． ｉｊ 中的杆件可以看作一个

空间串联开链机构的末端． 由图 ２ 可以看出， １１
ｉｊ ｒＡ 有

多种表达式，即可展机构中的一个杆可以有多种拆

解路径，本文选择第 １ 列各单元的杆 ＡＤ 和第 ｉ 行各

单元的 ＡＢ 进行拆解即按照图 ２ 中黑色粗线和箭头

所示的路线拆解． 具体的拆解路径只会影响表达

式，不会影响最终的分析结果． 单元 ｉｊ 中各杆和各

运动副的拆解路径如图 ４ 所示．

(a)AijBij杆和运动副Bij (b)BijCij杆和运动副Cij

的拆解 的拆解

(c)AijDij杆和运动副Dij (d)DijCij杆的拆解
的拆解

(e)运动副Aij的拆解

图 ４　 单元 ｉｊ 各杆和各运动副的拆解路径

Ｆｉｇ．４　 Ｄｉｓａｓｓｅｍｂｌｙ ｐａｔｈ ｏｆ ａｌｌ ｌｉｎｋｓ ａｎｄ ａｌｌ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｐａｉｒｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｉｊ

　 　 由图 ４ 可以得到各运动副在全局坐标系 １１ 中

的位置向量分别为
１１
ｉｊ ｒＡ ＝１１

１１ ｌ４ ＋ … ＋ 　 　 １１
（ ｉ －１）１ ｌ ４ ＋ １１

ｉ１ ｌ１ ＋ … ＋ 　 　 １１
ｉ（ ｊ －１） ｌ１，

　 １１
ｉｊ ｒＢ ＝１１

ｉｊ ｒＡ ＋ １１
ｉｊ ｌ１，

　 １１
ｉｊ ｒＣ ＝１１

ｉｊ ｒＡ ＋ １１
ｉｊ ｌ１ ＋ １１

ｉｊ ｌ２，
　 １１

ｉｊ ｒＤ ＝１１
ｉｊ ｒＡ ＋ １１

ｉｊ ｌ４ ．
ｐｑ
ｈｋ ｌｅ 为第 ｈ 行 ｋ 列的单元机构中的杆 ｅ 在坐标系 ｐｑ
中的位置向量．

由图 ２ 和图 ４ 可知， 单元 ｉｊ 中各杆的质心 Ｐ１、
Ｐ２、Ｐ３ 和 Ｐ４ 分别为杆 ＡｉｊＢ ｉｊ、Ｂ ｉｊＣ ｉｊ、ＤｉｊＣ ｉｊ 和 ＡｉｊＤｉｊ 的中

点，它们在全局坐标系 １１ 中的位置向量：
　 １１

ｉｊ ｒＰ１ ＝ （ １１
ｉｊ ｒＡ ＋ １１

ｉｊ ｒＢ） ／ ２，　 １１
ｉｊ ｒＰ２ ＝ １１

ｉｊ ｒＢ ＋ １１
ｉｊ ｒＣ( ) ／ ２，

　 １１
ｉｊ ｒＰ３ ＝ １１

ｉｊ ｒＣ ＋ １１
ｉｊ ｒＤ( ) ／ ２，　 １１

ｉｊ ｒＰ４ ＝ １１
ｉｊ ｒＡ ＋ １１

ｉｊ ｒＤ( ) ／ ２．
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图 ４ 中的各支链可以简化成一个由 ｎ 个转动副

串联而成的开链机构，分别以各运动副为原点，建立

多个坐标系，如图 ５ 所示．

图 ５　 ｎ 个转动副串联构成的开链机构

Ｆｉｇ．５　 Ｏｐｅｎ ｃｈａｉｎ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｂｙ ｎ ｒｅｖｏｌｕｔｅ ｐａｉｒｓ ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｉｎ
ｓｅｒｉｅｓ

　 　 杆 ｎ 质心 Ｐｎ 的位姿有射线坐标和轴线坐标两

种表述形式． 射线坐标形式

ｘＰｎ ＝ ψｎ，ｒＰｎ( ) Ｔ， （２）

式中 ψ̇ｎ ＝ （ψ ０１， ψ １２，．．．，ψ （ｎ－１）ｎ） Ｔ 为杆 ｎ 的欧拉角，
ｒＰｎ ＝ Ｏ１Ｐｎ 为杆 ｎ 的质心 Ｐｎ 的位置向量， 其表达式

为

ｒＰｎ ＝ ｌ１ ＋ ｌ２ ＋ … ＋ ｌｎ－１ ＋ ｌＰｎ，
式中： ｌｉ ＝ ＯｉＯｉ ＋１，ｌＰｎ ＝ ＯｎＰｎ ．
　 　 杆 ｎ 质心 Ｐｎ 位姿的轴线坐标形式为

ａｘＰｎ ＝ Δ
～
ｘＰｎ ＝ ｒＰｎ，ψｎ( ) Ｔ ．

式中 Δ
～
＝

０３×３ Ｉ３×３
Ｉ３×３ ０３×３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

为对偶算子，实现射线坐标

和轴线坐标的互换．
Ｓｅｉ 为运动副 Ｏｉ 的轴线在坐标系 １ 的单位方向

向量， Ｓｉ 为运动副 Ｏｉ 的轴线在坐标系 ｉ 中的单位方

向向量，则
Ｓｅｉ ＝ Ｒ１ｉ Ｓｉ ．

式中 Ｒ１ｉ 为坐标系 ｉ 到坐标系 １ 的转动变换矩阵．
　 　 杆 ｎ 的角速度可以表示为

ωｎ ＝ φ
·

ｎ ＝ ψ·０１ Ｓｅ１ ＋ ψ·１２ Ｓｅ２ ＋ … ＋ ψ· ｎ－１( ) ｉ Ｓｅｎ ．
杆 ｎ 质心 Ｐｎ 在全局坐标系中的速度

ｖＰｎ ＝ ｒ
·

Ｐｎ ＝ ｌ
·

１ ＋ ｌ
·

２ ＋ … ＋ ｌ
·

ｎ－１ ＋ ｌ
·

Ｐｎ ．
式中：

ｌ
·

ｋ ＝ ω ｋ × ｌｋ， （１ ≤ ｋ ≤ ｎ），　 ｌ
·

Ｐｎ ＝ ωｎ × ｌＰｎ ．
由此可得

　 ｖＰ ｎ＋１( ) ＝ ψ
·

０１ Ｓｅ１ × ｌＰ１ｎ( ) ＋ ψ·１２ Ｓｅ２ × ｌＰ２ｎ( ) ＋ … ＋

ψ· ｎ－１( ) ｎ Ｓｅｎ × ｌＰｎｎ( ) ．

式中：
ｌＰｊｎ ＝ ｌ ｊ ＋ … ＋ ｌｎ－１ ＋ ｌＰｎ ＝ Ｏ ｊＰｎ，（１ ≤ ｊ ≤ ｎ） ．
对式（２）求时间的一阶和二阶导数，可得质心

Ｐｎ 的速度和加速度螺旋

＄Ｐｎ ＝ ωｎ，ｖＰｎ( ) Ｔ ＝ ＪＰｎ ψ
·

ｎ，

εＰｎ ＝ ＄
·

Ｐｎ ＝ αｎ，ａＰｎ( ) Ｔ ＝ ＨＰｎ ψ
·

ｎ ＋ ＪＰｎ ψ̈ｎ ．
式中

ＪＰｎ ＝
ＳＴ
ｅ１ ＳＴ

ｅ２ … ＳＴ
ｅｎ

（Ｓｅ１ × ｌＰ１ｎ）Ｔ （Ｓｅ２ × ｌＰ２ｎ）Ｔ … （Ｓｅｉ × ｌＰｎｎ）Ｔ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

为杆 ｎ 的质心 Ｐｎ 雅克比矩阵，

ψ· ｎ ＝ ψ·０１，ψ
·

１２，…，ψ· ｎ－１( ) ｎ( ) Ｔ，

ψ̈ｎ ＝ （ ψ̈０１，ψ̈１２，…，ψ̈（ｎ－１）ｎ） Ｔ

分别为杆 ｎ 的广义速度和加速度矢量， ψ ｉ（ ｉ ＋１） 为杆 ｉ

和杆 ｉ ＋ １ 之间的夹角， ＨＰｎ ＝ Ｊ
·

Ｐｎ 为质心 Ｐｎ 的海

塞矩阵．
由该方法可以方便地得到可展机构中单元机构

ｉｊ的各运动副的速度螺旋 １１
ｉｊ ＄Ａ、１１

ｉｊ ＄Ｂ、１１
ｉｊ ＄Ｃ 和 １１

ｉｊ ＄Ｄ， 加速

度螺旋 １１
ｉｊ ε Ａ、１１

ｉｊ εＢ、１１
ｉｊ εＣ 和 １１

ｉｊ εＤ 以及各杆质心的速度

螺旋 １１
ｉｊ ＄ Ｐ１、１１

ｉｊ ＄ Ｐ２、１１
ｉｊ ＄ Ｐ３ 和

１１
ｉｊ ＄ Ｐ４， 加速度螺旋 １１

ｉｊ εＰ１、
１１
ｉｊ εＰ２、１１

ｉｊ εＰ３ 和 １１
ｉｊ εＰ４ ．

２．３　 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构的动力学分析

Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构的自由度可以通过

构型设计变成 １． 可展机构中，假定单元 １１ 为驱动

单元，单元 ｉｊ 的内角和输出角位移都是单元 １１ 的驱

动杆位移 １１θ１ 的函数． 在可展机构运动的过程中，除
了作用驱动单元机构杆 ４ 上的广义力矩，还有作用

在各杆件上的惯性力螺旋，由虚功原理可得

　 ｗｄ ＝ τδ１１ψＰ４ ＋∑
ｎ

ｉ ＝１
∑
ｍ

ｊ ＝１
ｉｊ＄ＦＰ１δａｉｊｘＰ１ ＋( ｉｊ＄ＦＰ４δａｉｊｘＰ４) ＋

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １ ｉｍ
＄ＦＰ２δ 　 ａ

ｉｍｘＰ２ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １ ｎｊ
＄ＦＰ３δ ａ

ｎｊｘＰ３ ＝ τδ １１ψＰ４ ＋

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｉｊ ＄ＦＰ１ａｉｊＪＰ１δ ｉｊψＰ１ ＋( ｉｊ ＄ＦＰ４ａｉｊＪＰ４δ ｉｊψＰ４ ) ＋

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １ ｉｍ
＄ＦＰ２ 　 ａｉｍＪＰ２·δ ｉｍψＰ２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １ ｎｊ
＄ＦＰ３ａｎｊＪＰ３δｎｊψＰ３．

式中： δ １１ψＰ４ ＝ δ １１θ １； τ 为作用在驱动单元上的广义

力矩； 由于 ｉｊψＰｅ 是广义变量 １１θ １ 的函数，可以得到

δ ｉｊψＰｅ ＝ ｉｊｆωＰｅδ １１θ １， 称之为单元 ｉｊ 中杆 ｅ 广义速度矢

量， ｉｊｆωＰｅ 为单元 ｉｊ 中杆 ｅ 的广义速度矢量系数矩

阵；ａ
ｉｊｘＰｅ 是单元 ｉｊ 中杆 ｅ 质心的射线坐标形式，ａ

ｉｊｘＰｅ ＝

Δ
～

ｉｊｘＰｅ，Δ
～

是 对 偶 算 子； ａ
ｉｊＪＰｉ ＝ Δ

～

ｉｊＪＰｉ； ｉｊ＄ ＦＰｅ ＝

ｉｊＦＰｅ，ｉｊＭＰｅ( ) 为单元 ｉｊ中杆 ｅ的质心ｉｊＰｅ 包含重力惯性

力螺 旋，ｉｊＦＰｅ 为 杆 质 心ｉｊＰｅ 处 的 惯 性 力，ｉｊＭＰｅ ＝
－ ｉｊＩｅ·ｉｊαｅ － ｉｊωｅ ×（ ｉｊＩｅ·ωｅ） 为杆 ｉ质心Ｐｉ 的惯性力矩．
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将 δ １１ψＰ４ ＝ δ １１θ １ 和 δ ｉｊψＰｅ ＝ ｉｊｆωＰｅδ １１θ １ 代入可得

Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构的动力学分析模型：

τ ＋∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
（ｉｊ＄ＦＰ１　ａｉｊ ＪＰ１ ｉｊｆωＰ１ ＋ｉｊ＄ＦＰ４ａｉｊＪＰ４ ｉｊｆωＰ４） ＋

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １ ｉｍ
＄ＦＰ２

ａ
ｉｍ ＪＰ２ ｉｍｆωＰ２ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １ ｎｊ
＄ＦＰ３

ａ
ｎｊＪＰ３ ｎｊｆωＰ３ ＝ ０．

采用数值方法求解动力学方程，可以获得作用

在驱动单元上的广义力矩．

３　 算　 例

以图 ６ 中 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构构成的 ４×４ 阵列可展机

构为例，分析其运动学和动力学．

图 ６　 ４×４ Ｌ 型 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构

Ｆｉｇ． ６ 　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ４ × ４ Ｌ ｔｙｐｅ Ｂｅｎｎｅｔｔ ｕｎｉｔ ａｒｒａｙ
ｄｅｐｌｏｙａｂｌｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

　 　 在该可展机构中，所有的 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元机构都是

相同的，其参数见表 １，表１中杆 ａ和杆 ｂ对应图１中

的 ｌａ 和 ｌｂ ． 假定单元１１为驱动单元，杆Ａ１１Ｂ１１ 为机架，
电机作用在运动副 Ａ１１ 上，为了保证机构展开的效率

和稳定，驱动机构的运动规律分为 ３ 个阶段：加速阶

段、匀速阶段和减速阶段． 具体的运动规律如下：

θ ＝

１
２
α１ ｔ２，　 　 　 　 　 　 　 （０ ≤ ｔ ≤ Ｔ

６
）；

α１Ｔｔ
６

－
α１Ｔ２

７２
，　 　 　 　 　 （ Ｔ

６
＜ ｔ ≤ ２Ｔ

３
）；

１
２
α１Ｔｔ －

α１Ｔ２

８
－
α１ ｔ２

４
， 　 （２Ｔ

３
＜ ｔ ≤ Ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

式中 Ｔ 为可展机构的运动周期．
表 １　 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元机构的基本参数

Ｔａｂ．１　 Ｂａｓｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ Ｂｅｎｎｅｔｔ ｕｎｉｔ ｌｉｎｋａｇｅ

杆 长度 ／ ｍｍ 扭角 ／ （ °） Ｅ ／ ＭＰａ ρ ／ （ｋｇ∙ｍ－３）截面半径 ／ ｍｍ

杆 ａ ３６ ３０．０００ ０ ７１ ２ ７４０ ５

杆 ｂ １２ ９．５９４ １ ７１ ２ ７４０ ５

　 　 Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构在阵列后是否干涉与驱动角的运

动范围有很大关系，如果阵列后所有单元的驱动角

在展开过程中不超过其运动范围，则不会干涉．
Ｂｅｎｎｅｔｔ 机构的运动范围与本身构件参数和形状的

选择有关，为了考虑更大运动范围内的 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元

阵列可展机构的动力学问题，本文没有考虑 Ｂｅｎｎｅｔｔ
单元构件的设计，假设 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元机构的驱动角的

运动范围为 ０ ～ π． 加速阶段驱动单元的加速度：
α１ ＝０．１ ｒａｄ ／ ｓ２， 减速阶段驱动单元的加速度 α２ ＝ －
α１ ／ ２． 展开过程中，第一行中所有单元的杆 １ 和第一

列中所有单元的杆 ４ 分别位于同一条直线上，如图

６ 中的粗线所示． 可展机构的第一行及第一列的各

Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元机构的输入角和输出角可以通过式（１）
得到

１（ ｉ ＋１） θ１ ＝１ｉη１， 　 （ ｊ ＋１）１θ１ ＝ ｊ１η１ ．
式中： ｉ ＝ １，２，３，ｊ ＝ １，２，３．

第 ｉ ＋ １ 行 ｊ ＋ １ 列单元机构的输入角和输出角：

（ ｉ ＋１）（ ｊ ＋１） θ１ ＝ ２π － （ ｉｊθ１ ＋ （ ｉ ＋１） ｊθ２ ＋ ｉ（ ｊ ＋１） θ２） ．
式中： ｉ ＝ １，２，３； ｊ ＝ １，２，３．

该可展机构的输入角和输出角可以依次求解，
然后按照此顺序求解出各个单元输入角和输出角的

角速度及角加速度． 为了验证所建模型的正确性，
采用 ＡＤＡＭＳ 对算例中的可展机构进行了动力学

仿真．
对于 ４×４ 阵列可展机构，对角线上的各单元的

运动参数比较有代表性． 图 ７～９ 给出了可展机构对

角线上各单元机构的驱动角在运动范围内的角位

移、角速度和角加速度．
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图 ７　 对角线上各单元驱动角的角位移

Ｆｉｇ．７　 Ａｎｇｕｌａｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｒｉｖｉｎｇ ａｎｇｕｌａｒｓ ｏｆ ａｌｌ ｕｉｎｔｓ
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图 ８　 对角线上各单元驱动角的角速度

Ｆｉｇ．８ 　 Ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｒｉｖｉｎｇ ａｎｇｕｌａｒｓ ｏｆ ａｌｌ ｕｉｎｔｓ
ｌｏｃａｔｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｇｏｎａｌ
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图 ９　 对角线上各单元驱动角的角加速度

Ｆｉｇ．９　 Ａｎｇｕｌａｒ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｒｉｖｉｎｇ ａｎｇｕｌａｒｓ ｏｆ ａｌｌ ｕｉｎｔｓ
ｌｏｃａｔｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｇｏｎａｌ

　 　 由图 ７ 可看出，文中给定的参数使得可展机构

各单元的驱动角在运动范围内变换比较平缓． 可展

机构中各单元的驱动角都在 ０ ～ π，不会相互干涉．
由图 ８ 和图 ９ 可看出，单元机构距离驱动单元愈远，
驱动角的角速度和角加速度变化范围越大．

图 １０～１２ 给出了 ４×４ Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机

构对角线上各单元机构杆 ３ 的质心 Ｐ３ 在 ｘ、ｙ和 ｚ轴
方向上的位移、速度和加速度．
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图 １０　 对角线上各单元杆 ３ 的质心位移

Ｆｉｇ．１０　 Ｃｅｎｔｒｏｉｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｋ ３ ｏｆ ａｌｌ ｕｉｎｔｓ ｌｏｃａｔｅｄ
ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｇｏｎａｌ
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图 １１　 对角线上各单元杆 ３ 的质心速度

Ｆｉｇ．１１　 Ｃｅｎｔｒｏｉｄ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｋ ３ ｏｆ ａｌｌ ｕｉｎｔｓ ｌｏｃａｔｅｄ ｏｎ
ｔｈｅ ｄｉｇｏｎａｌ

　 　 由图 １０ 和图 １１ 可看出，各单元杆 ３ 的质心在

ｘ、ｙ 和 ｚ 轴方向上的位移和速度在运动范围内变化

比较平缓，运动比较平稳． 由图 １２ 可看出，在 Ｔ ／ ６ 以

及 ３Ｔ ／ ４ 附近，杆 ３ 质心处的加速度波动幅度比较

大，离驱动单元越远，各单元杆 ３ 的质心在 ｘ 轴和 ｚ
轴方向上的加速度变化范围越大，加速度的稳定范

围越小．
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图 １２　 对角线上的各单元杆 ３ 质心加速度

Ｆｉｇ．１２　 Ｃｅｎｔｒｏｉｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｋ ３ ｏｆ ａｌｌ ｕｉｎｔｓ ｌｏｃａｔｅｄ
ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｇｏｎａｌ

　 　 图 １３ 是模型计算与仿真得到的作用在驱动杆

上的广义力矩． 可以看出，动力学模型计算结果和

ＡＤＡＭＳ 仿真结果有一定的偏差，但是趋势上是吻合

的，说明该运动学和动力学模型是可靠的． 在整个

运动范围内，广义力矩的变化比较平缓，不会出现载

荷突然增加的情况，为该可展机构的控制提供了

基础．
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图 １３　 可展机构的广义力矩

Ｆｉｇ．１３　 Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｐｌｏｙａｂｌｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

４　 实验验证

为了验证建立的运动学和动力学分析模型，搭
建了 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构实验台，见图 １４． 实

验台中可展机构驱动单元的驱动角与两个驱动杆之

间的夹角相等，其运动规律由驱动杆长度、丝杠上滑

块的运动距离确定，滑块的运动由电机的转动速度
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控制． 该试验台可以测量可展机构中各运动副和各

质心的加速度． 给定丝杠上滑块的运动是梯形的，
初始速度为 ０ ｍｍ·ｓ－１，加速和减速阶段的加速度

为 ６ ｍｍ·ｓ－２，匀速阶段的速度为 ６ ｍｍ·ｓ－１，初始

位移为 １２４ ｍｍ，运动距离为 ６０ ｍｍ． 算例中的杆件

参数（见表 １）可以保证可展机构具有较大的运动范

围，有利于工程应用，但是杆件的加工难度大，成本

高． 为了便于杆件加工和降低成本，实验台杆件的

扭角取两个特殊的角度，具体参数见表 ２．

计算机2 计算机1

数据采集仪

电机在丝杠下方

可展机构

工作平台

驱动杆

控制柜

信号放大器

丝杠

滑块 加速度传感器

图 １４　 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构实验台

Ｆｉｇ． １４ 　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｔａｂｌｅ ｏｆ Ｂｅｎｎｅｔｔ ｕｎｉｔ ａｒｒａｙ ｄｅｐｌｏｙａｂｌｅ
ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

表 ２　 实验台的基本参数

Ｔａｂ．２　 Ｂａｓｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｐｌａｔｆｏｒｍ

参数 长度 ／ ｍｍ 扭角 ／ （ °）

杆 ａ １６０．０００ ６０

杆 ｂ ９２．３７６ ３０

驱动杆 ｌｄ ２５０．０００ ０

　 　 表 ２ 中杆 ａ和杆 ｂ对应图 １ 中的 ｌａ 和 ｌｂ，驱动杆

ｌｄ 是图 １４ 中的驱动杆． 虽然实验台中的可展机构运

动范围小，但是在一定程度上可以用来验证本文建

立的运动学和动力学分析模型和方法．
　 　 针对实验台中的可展机构，采用表 ２ 中的杆件

参数和滑块的运动条件进行了数值仿真计算． 通过

坐标变换可以将计算值和实验值放入同一坐标系

中． 对比了单元 ２２ 中杆件 ３ 的质心 Ｐ２２
３ 的加速度在

同一坐标系中的计算值和实验测量值，具体结果见

图 １５． 可以看出实验结果和模型计算结果基本一

致，误差是由丝杠偏心距、滑块和丝杠之间不够光滑

等因素引起的． 由模型计算和实验测量对比结果

看，文中建立的运动学和动力学分析模型和方法是

正确的，可以用来分析类似的 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展

机构．
　 　 动力学分析结果可应用于此类可展机构的轨迹

规划、控制器参数的整定以及动态设计等环节．
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图 １５　 质心 Ｐ２２
３ 的加速度

Ｆｉｇ．１５　 Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｅｎｔｒｏｉｄ Ｐ２２
３

５　 结　 论

１）根据 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构多闭环和重

复的特性，将其拆解为多个空间串联开链机构，结合

螺旋理论与坐标变换法，构建了 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可

展机构的运动学分析模型，采用虚功原理法建立了

其动力学分析模型和动力学分析方法． 该模型对任

意个 Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元机构、不同组合方式构成的可展机

构具有通用性；
２）该运动学与动力学分析模型将虚功原理中

相关的导数运算变换为向量之间的加乘运算，在一

定程度上提高了可展机构的运动学和动力学分析运

算效率；
３）算例中的 ４×４ Ｂｅｎｎｅｔｔ 单元阵列可展机构在

给定运动范围内运动平稳，广义力矩的变化比较

平缓．
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４）采用 ＡＤＡＭＳ 仿真和实验的方法对所建模型

进行了验证，结果证明文中所建的动力学和运动学

模型是正确的，可以用于此类可展机构的设计和

分析．
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