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摘　 要： 为研究考虑齿面分形特性的时变啮合刚度对齿轮－轴承系统的影响，用分形理论描述齿轮轮廓，采用 Ｗｅｂｅｒ⁃Ｂａｎａｓｃｈｅｋ
公式计算和分析不同分形维数 Ｄ 对齿轮时变啮合刚度的影响，将不同分形维数 Ｄ 下的刚度代入计及滑动轴承非线性油膜力、
综合传递误差及齿侧间隙等因素的齿轮－轴承系统中，分析不同分形维数 Ｄ 下的刚度对系统动力学特性的影响． 采用 Ｒｕｎｇｅ－
Ｋｕｔｔａ 法求解系统动力学微分方程，得到系统响应的相图、Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图、时域图、分岔图以及三维频谱图等． 结果表明：随着

分形维数 Ｄ 的增大，时变啮合刚度波动降低，系统趋于更加稳定的周期运动；相比含随机扰动的刚度，齿轮－轴承系统对于考

虑齿面分形特性的齿轮啮合刚度的变化更加敏感，更能表现因齿廓变化导致的系统响应的变化；随着阻尼比的增大，系统会

趋于相对稳定的单周期运动．
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　 　 齿轮传动广泛应用于船舶、航空航天及风力发

电等领域，齿轮系统的动力学特性将直接影响机械

结构的安全性和可靠性． 最近几年来，国内外学者

对齿轮系统动力学等内容开展了深入的研究［１－２］ ．

Ｋａｈｒａｍａｎ 等［３－４］建立了单自由度直齿轮非线性动力

学模型，考虑周期时变刚度的影响，用数值法得到了

系统的动力学特性． Ｃｈｅｎ 等［５］推导了齿轮中心距误

差与齿隙之间的关系，定义了动态齿隙，并对计及动

态间隙、摩擦和时变刚度的多自由度非线性动态齿

轮传动系统进行了研究． Ｗｕ 等［６］ 建立了复合行星

齿轮非线性动力学模型，讨论了因磨损导致的齿侧

间隙变化对系统的影响．
在以往研究中，因研究条件限制而忽略由制造



误差和磨损润滑等造成的不确定性因素，但由于上

述因素对系统响应有重要的影响，学者们开始重视

对不确定性因素的研究［７］ ． 王靖岳等［８］ 通过正态分

布规律来描述啮合刚度的不确定性，并运用 ４ 阶

Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ 数值积分法对三自由度直齿轮副系统

的稳定性问题进行了分析和研究． 廖映华等［９］ 则在

啮合刚度的确定性表达式中增加随机分量，通过服

从截尾正态分布规律的随机变量描述其随机不确定

性． 冯松等［１０］根据 Ｔｉｍｏｓｈｉｎｋｏ 梁理论，分析和计算

了点蚀和磨损情况下的齿轮啮合刚度以及其发展规

律，但只是分析了刚度，并没有研究刚度对于整个齿

轮－轴承系统的动力学特性的影响． 陈奇等［１１］ 引入

可用于接触强度分析的 Ｍ－Ｂ 分形接触新理论模型，
建立两粗糙曲面的分形接触模型，为利用分形接触

模型研究齿轮接触动力学提供了参考．
基于考虑齿侧间隙的齿轮－轴承系统模型［１２］，

本文应用分形理论描述齿轮轮廓，计算和分析不同

分形维数 Ｄ 下的时变啮合刚度，研究考虑齿面分形

特性的齿轮啮合刚度对齿轮－轴承系统动力学特性

的影响． 旨在通过研究，探明齿侧间隙和时变刚度

等因素对齿轮啮合的动力学特性的影响，为精确建

模、齿轮设计和制造提供参考依据．

１　 系统模型

１．１　 齿轮－轴承系统

采用考虑齿侧间隙的齿轮－轴承系统模型［１２］如

图 １ 所示，模型中齿轮为渐开线直齿轮，轴承为滑动

轴承． 考虑时变啮合刚度、综合传递误差、齿侧间隙

以及滑动轴承非线性油膜力等因素，并考虑轴的径

向振动以及两齿轮的扭转振动，但不考虑齿面摩擦

力的影响， 建立坐标系 ｘｉＯｉｙｉ（ ｉ ＝ １ 或 ２，表示主、从
动轮），其中 Ｏ１、Ｏ２ 为两轴承几何中心；Ｏｐ、Ｏｇ 为主

从动齿轮几何中心．

驱动
滑动轴承
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(a)安装示意图

滑动轴承

滑动轴承
(b)滑动轴承 (c)齿轮啮合示意图

图 １　 齿轮轴承系统

Ｆｉｇ．１　 Ｇｅａｒ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ
　 　 系统的无量纲动力学方程采用文献［１２］中的

式（６）； ｋｈ（ｔ） 为时变啮合刚度，综合传递误差 ｅ－（ｔ） ＝

ｅ－ｃｏｓ（ωｈ ｔ）； 齿轮副间隙非线性函数

ｆ－ｂ ＝

ｘ－ ｈ － ｂ－ ｈ， ｘ－ ｈ ＞ ｂ－ ｈ；

０， 　 ｜ ｘ－ ｈ ｜ ≤ ｂ－ ｈ；

ｘ－ ｈ ＋ ｂ－ ｈ， ｘ－ ｈ ＜ － ｂ－ ｈ ．
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　 　 模型中，应用 Ｃａｐｏｎｅ［１３］修正模型计算滑动轴承

的非线性油膜力，滑动轴承的油膜力分布一般由雷

诺方程确定，无量纲的油膜力分量如文献［１２］中的

式（３）所示．
１．２　 考虑齿面分形特性的齿轮啮合刚度

微观上，齿轮的表面因呈现出随机性、多尺度性

和自仿射性，具有分形的基本特征，因此可采用分形

理论来描述齿轮表面［１２，１４－１５］ ．
以渐开线直齿圆柱齿轮为具体对象，建立齿轮

齿廓方程［１０］：
ｘｉ ＝ ｒｉｃｏｓ γｉ，
ｙｉ ＝ ｒｉｓｉｎ γｉ ．{ （１）

式中： γｉ ＝ ｓ ／ （２ｒ） － （ｉｎｖ αｉ － ｉｎｖ α０）；ｓ为分度圆齿

厚；ｒ 为分度圆半径；ｒｉ 为渐开线齿廓上任一点的回

转半径；α０ 为分度圆压力角，按常用习惯取 α０ ＝
２０°； αｉ 为渐开线齿廓上任一点对应的压力角． 使用

Ｗ－Ｍ 模型［１６］描述齿轮表面的形貌：

ｚ（ｘ） ＝ Ｌ （ Ｇ
Ｌ
）

Ｄ－１

∑
¥

ｎ ＝ ０

ｃｏｓ［（２πγｎｘ） ／ Ｌ］
γ（２－Ｄ）ｎ ． （２）

式中： ｚ（ｘ） 为齿轮形貌高度，ｘ 为轮廓的位置坐标，
Ｄ 为分形维数，Ｇ 为特征尺度系数，γｎ 齿轮轮廓的空

间频率，Ｌ 为取样长度．
综上，根据式（１）和式（２）可得具有分形特性的

齿轮齿廓形貌高度（图 ２）和考虑齿面分形特性的齿

轮齿廓的渐开线方程，如式（３）所示． 从图 ２ 中可以

看出，随着分形维数的增加，齿轮形貌高度的幅值变

小，并且表现出齿轮粗糙齿面中更多的细节． 同时

由于齿面形貌的变化，在齿轮啮合的过程中使得轮

齿变形量发生变化，进而导致接触刚度发生变化．
ｘｉ ＝ ｒｉｃｏｓ γｉ，
ｙｉ ＝ ｒｉｓｉｎ γｉ ＋ ｚ（ｘｉ） ．{ （３）

　 　 根据式（３），可得考虑齿面分形特性的粗糙齿

面轮廓线，为了更加明显地表现考虑齿面分形特性

的齿廓，对其形貌高度进行放大处理，得到如图 ３ 所

示的与光滑齿面轮廓线对比示意图．
采用 Ｗｅｂｅｒ⁃Ｂａｎａｓｃｈｅｋ 方法［１７］，考虑轮齿的弯

曲、剪切变形 δＺ， 轮齿基础部分的变形 δＲ 和齿轮的

接触变形 δｐＷ， 计算齿轮的啮合刚度．
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图 ２　 具有分形特性的齿轮齿廓形貌高度

Ｆｉｇ．２　 Ｐｒｏｆｉｌｅ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｇｅａｒ ｐｒｏｆｉｌｅ ｗｉｔｈ ｆｒａｃｔａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ
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57

56

55

54

53

52

51
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

x/mm

y/
m
m

图 ３　 具有分形特性的齿面轮廓和光滑轮廓示意图

Ｆｉｇ．３　 Ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｔｏｏｔｈ ｐｒｏｆｉｌｅ ａｎｄ ｓｍｏｏｔｈ ｃｏｎｔｏｕｒ ｗｉｔｈ ｆｒａｃｔａｌ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

　 　 δＺ ＝
ＦＮ

Ｅｂ
ｃｏｓ２αｘ １０．９２ ∫ｈｘ

０

（ｈｘ － ｙ） ２

（２ｘ） ３ ｄｙ{ ＋

３．１（１ ＋ ０．２９４ ｔａｎ２αｘ）∫ｈｘ
０

ｄｙ
２ｘ} ，

δＲ ＝
ＦＮ

Ｅｂ
ｃｏｓ２αｘ ５．２

ｈ２
ｘ

Ｓ２
Ｆ

＋
ｈｘ

ＳＦ

＋ １．４（１ ＋ ０．２９４ ｔａｎ２αｘ）{ } ．

式中： ｘ、ｙ 分别为轮齿啮合法向力作用点处的坐标，
αｘ 为作用点的啮合角，ＦＮ 为接触点压力，Ｅ 为综合

弹性模量，ｂ 为齿宽．
接触产生的变形量如式（４）所示， ａ 为赫兹接

触半径，其表达式如式（５）所示，进而得到齿轮的啮

合刚度 ｋ， 如式（６）所示．

δｐＷ ＝ ０．５８
ＦＮ

Ｅｂ
（Ｉｎ

２ｈ１

ａ
＋ Ｉｎ

２ｈ２

ａ
－ ０．４２９）， （４）

ａ ＝ １．５２
ＦＮ

Ｅｂ
ρ１ρ２

ρ１ ＋ ρ２
， （５）

δΣ ＝ δＺ１ ＋ δＺ２ ＋ δＲ１ ＋ δＲ２ ＋ δｐＷ，
ｋ ＝ ＦＮ ／ δΣ ． （６）

式中， ρ１ 和 ρ２ 分别为两个齿轮轮齿的齿面在接触点

处的曲率半径，其他具体参数如图 ４ 所示．
由式（６）可知，刚度是轮廓位置坐标的函数，将

随其变化而发生变化，又由于齿轮转速将轮廓位置

坐标和时间相关联，故，刚度将随时间变化而变化，
具有时变特性．

SF

x
y

α
x

h12

h x

载荷FN

图 ４　 Ｗｅｂｅｒ⁃Ｂａｎａｓｃｈｅｋ 公式中的轮齿几何参数

Ｆｉｇ．４ 　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｏｔｈ ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｒｍｕｌａ ｏｆ
Ｗｅｂｅｒ⁃Ｂａｎａｓｃｈｅｋ

　 　 综上， 得到不考虑齿面分形特性和不同分形维

数 Ｄ下的齿轮啮合刚度，如图 ５ 所示． 从图 ５ 中可以

看出，随着分形维数的增加，齿轮的时变啮合刚度的

整体趋势相同，但是在考虑分形理论之后，齿轮轮廓

的形貌高度随轮廓的位置发生变化，啮合刚度随之

产生波动，并且随着分形维数Ｄ的增加，齿轮表面越

来越精细， 形貌高度变小， 刚度波动减小， 趋向

图 ５（ａ） 中所示正常刚度． 另外，不同分形维数 Ｄ 下的

刚度的平均值如表 １ 所示，随着 Ｄ 的减小，齿轮齿面粗

糙度增大，啮合刚度降低，与文献［１８］ 中结论相似．
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图 ５　 时变啮合刚度

Ｆｉｇ．５　 Ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｍｅｓｈｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
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表 １　 齿轮啮合刚度平均值

Ｔａｂ．１　 Ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｇｅａｒ ｍｅｓｈｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
分形维数 １．１ １．３ １．５ １．７ １．９

刚度平均值（×１０９） ２．０６３ ８ ２．１６９ ２ ２．１８５ ４ ２．１８９ ９ ２．１９１ １

２　 数值仿真
将时变啮合刚度模型代入考虑齿面分形特性的

齿轮系统，采用 ４－５ 阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ 方法进行仿真

分析，可得到系统的分岔图、三维频谱图、时域图以

及均方根图等． 为了验证其仿真结果的准确性，由

于目前国内外公开发表的文献中未能找到与其相关

的可参考信息，后续将采用利用齿轮的振动位移等

效啮合点位移的方法进行实验分析验证．
２．１　 分形维数 Ｄ 对系统响应的影响

为了研究分形维数 Ｄ 对系统响应的影响，取系

统参数 ｋｉ ＝ １．２，ｂｈ ＝ ０．２ ｍｍ， ｅｐ ＝ ｅｇ ＝ ０．０１，ｅ ＝ ０．１，
ζｈ ＝ ０．０１，ζ１ ＝ ζ２ ＝ ζｐ ＝ ζｇ ＝ ０．０１，Ｆｍ ＝ ０．１０５，Ｆａ ＝ ０，
Ｄ ＝ １．５，关于齿轮－轴承系统的其他结构参数如表 ２
所示，仿真结果如图 ６ 所示．

表 ２　 系统结构参数值

Ｔａｂ．２　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

参数 齿数
平均啮合刚度 ／

（Ｎ·ｍ－１）
齿轮质量

轴颈半径 ／
ｍｍ

杨氏模量 ／
ＧＰａ 泊松比

轴颈直径 ／
ｍｍ

轴颈长度 ／
ｍｍ

径向间隙 ／
μｍ

动态黏度 ／
（Ｐａ·ｓ ）

主从动齿轮（轴） ４０ ２．５２ｅ９ ２ １５ ２１０ ０．３ ３０ １５ １００ ０．０２８ ８
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图 ６　 系统分岔图和三维频谱图

　 Ｆｉｇ．６　 Ｓｙｓｔｅｍ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｄｉａｇｒａｍ

　 　 由图 ６（ｂ）中可以看出，当 ω ＜ １．５ 时，系统处

于单周期或双周期运动，系统的运动状态比较稳定；
当 １．５ ＜ ω ＜ ２．１ 时，系统进入运动区域 Ａ１， 单周期

分岔为三周期，之后进入混沌，持续一段时间后又变

为三周期运动，最后回归稳定的单周期运动，随之进

入运动区域 Ａ２； 当 ω ＞ ２．４ 时，先后经历两周期、拟
周期、四周期、两周期、拟周期和混沌等运动，最终回

归单周期运动． 从图 ６（ｂ）的三维频谱中，可以看出，
在相对低速区域 Ａ１，系统的频率成分主要集中在

１ ／ ３ｆｍ，２ ／ ３ｆｍ，ｆｍ 和 ２ｆｍ 次谐响应； 在相对高速区域 Ａ２，
系统的频率成分主要集中在 １ ／ ２ｆｍ 和 ｆｍ 次谐响应．

从图 ６ 可以看出，当 Ｄ ＝ １．１ 时，由于刚度的波

动加剧，系统振动的相对位移稍变大，运动区域 Ａ１

和 Ａ２ 中的周期运动变为拟周期运动，并且进入混沌

区域的时间点提前，混沌和拟周期运动区域增大，系
统的不稳定性增大．

为了研究单一转速下，刚度对系统响应的影响

情况， 令 ω ＝ １．７，ｋｉ ＝ １．６， 其余参数保持不变． 为了

凸显分形维数 Ｄ 的变化对系统的影响，更明显地进

行对比分析，只列举 Ｄ 分别取 １．１、１．５ 和 １．９ 时，系
统的相图和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图，如图 ７ 所示； Ｄ 分别取

１．１、１．３、１．５ 和 １．９ 时，系统的时域图及幅值均方根

图如图 ８ 和图 ９ 所示．
从图 ７ 中可以看出，随着 Ｄ的减小，齿轮系统从

标准的三周期运动向拟周期运动过渡，Ｐｏｉｎｃａｒé 截

面图中由最开始的 ３ 点到后来的 ３ 簇，逐渐扩散，系
统趋向于不稳定的拟周期运动．
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图 ７　 系统相图和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图

Ｆｉｇ．７　 Ｓｙｓｔｅｍ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ Ｐｏｉｎｃａｒé ｓｅｃｔｉｏｎ
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图 ８　 系统时域图
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图 ９　 不同分形维数下的系统均方根

Ｆｉｇ．９　 Ｒｏｏｔ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔａｌ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ

　 　 从图 ８ 中可以看出， 随着分形维数 Ｄ 的增大，
系统振幅变化的整体趋势基本相同，其中 Ｄ ＝ １．１ 和

Ｄ ＝ １．３ 的幅值波动情况更为明显，结合表 ３ 所示的

振动位移均方根值可以发现，虽然Ｄ ＝ １．５和Ｄ ＝ １．９
时的时域图变化不大，但 Ｄ ＝ １．５ 时的均方根值稍

大，也就是说，随着Ｄ的减小，齿面更加精细，系统振

动位移减小，系统运动相对更加稳定．
从图 ９（ａ）中可以看出， 当 Ｄ ＝ １．１和 Ｄ ＝ １．３时

的均方根值变化幅度较大，Ｄ ＝ １．５和Ｄ ＝ １．９时变化

幅度变小，这和图 ５刚度的变化情况相对应；图 ９（ｂ）

为低速时均方根值的放大图，从图中可以看出，当 Ｄ ＝
１．１ 时，在低速区出现多个峰值，系统相对不稳定，随着

Ｄ的增大，系统均方根曲线变得平稳，在ω ＝ ０．３附近出

现了峰值 １、２，在 ω ＝ ０．５ 附近也出现了峰值，与文献

［１９］ 中情况类似，符合齿轮的运动规律．
表 ３　 ω＝１．７ 时不同分形维数下的均方根值

　 　 Ｔａｂ．３　 Ｒｏｏｔ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｖａｌｕｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔａｌ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ ｗｈｅｎ ω ＝ １．７

分形维数 １．１ １．３ １．５ １．９

位移均方根值 ２．０６７ ８ ２．０４４ ８ ２．０３９ ０ ２．０３７ ３

２．２　 含随机扰动的时变刚度对系统响应的影响

为了验证本文提出的考虑齿面分形特性的时变

刚度模型对系统响应分析的敏感性和优点，与含服

从正态分布的随机扰动分量的时变啮合刚度模型进

行对比． 含随机扰动分量的刚度模型表达式为［８］

ｋｈ ＝ １ － （εｒ ＋ ωΔ）ｃｏｓ（Ωｈτ） ． （７）
式中： εｒ 为量纲一齿轮啮合刚度、 ω△ 为服从高斯分

布的量纲一啮合刚度的随机扰动量， Ωｈ ＝ ωｈ ／ ωｎ ．
将由式（６）得到的不同分形维数下的刚度值与

正常刚度值的差值作为刚度波动数组，该数组的均

值和方差如表 ４ 所示，代入式（７），得到含随机扰动

的时变啮合刚度，进而进行系统响应的分析，相关结

果如图 １０ 和图 １１ 所示．
表 ４　 不同扰动的时变刚度下均方根值

Ｔａｂ．４ 　 Ｒｏｏｔ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｖａｌｕｅｓ ｕｎｄｅｒ ｔｉｍｅ ｖａｒｙｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｓ

刚度波动数组均值 刚度波动数组方差 位移均方根值

－０．０５１ ２００ ０．０９３ ００ １．９６４ ７
－０．００９ ３００ ０．０４１ ２０ １．９６３ ２
－０．００２ ９００ ０．０２６ ３０ １．９５７ ０
０．０００ ６６９ ０．００９ ６９ １．９５２ １
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图 １０　 系统时域图

Ｆｉｇ．１０　 Ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ
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图 １１　 不同随机扰动下的系统均方根图

Ｆｉｇ．１１　 Ｒｏｏｔ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒａｎｄｏｍ
ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｓ

　 　 从图 １０ 中的时域图可以看出，系统在不同随机

扰动下的位移变化差别不大，但从表 ４ 和图 １１ 中看

出，随着均值和方差的变化，系统振动的位移减小；
与上节进行对比可知，随着分形维数 Ｄ 的减小，刚
度波动降低，计算得到的方差变小，在服从正态分布

的随机扰动下的系统振动位移减小，系统趋于稳定，
但系统对于考虑齿面分形特性的时变啮合刚度的变

化更加敏感，体现出由于齿面变化导致系统响应变

化中的更多细节．
２．３　 阻尼比对系统响应的影响

为了研究阻尼比对齿轮－轴承系统动力学特性

的影响， 取参数 Ｄ ＝ １．５，ｋｉ ＝ １．２，阻尼比 ζ 分别为

０．０１、０．０５ 和 ０．１０，结果如图 １２ 所示．
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图 １２　 不同阻尼比下的系统分岔图和三维频谱图

　 Ｆｉｇ．１２　 Ｓｙｓｔｅｍ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｍａｐ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄａｍｐｉｎｇ ｒａｔｉｏｓ

　 　 从图 １２ 可以看出，在 ζ ＝ ０．０１ 时，对于 ω ＜ １．２
区域，系统一直保持着单周期运动，之后存在两个不

稳定区域；随着 ζ的增大，当 ζ ＝ ０．０５时，两个不稳定

区域均趋于稳定，低速区域由周期运动与混沌运动

的混合区域转换为较小区域的拟周期及混沌运动，
高速区域整体收缩；当 ζ ＝ ０．１ 时，系统混沌区域消

失，变为单周期运动．

３　 结　 论

１）在考虑齿面分形特性的齿轮－轴承系统中，
随着分形维数Ｄ的增大，齿轮轮齿表面更加精细，时
变啮合刚度的波动降低，系统趋于相对稳定的周期

运动．
２） 齿轮 － 轴承系统对于考虑齿面分形特性的

时变啮合刚度的变化更加敏感，由分形维数 Ｄ 的变

化导致的齿轮齿廓的变化对系统响应有较大的

影响．
３） 随着阻尼比的增大，系统趋向稳定，当阻尼

比增大到一定程度时，系统会变为单周期稳定运动．
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