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摘　 要： 为准确刻画感应不均匀介质的琼斯矩阵，对琼斯矩阵中的元素参量展开研究，采用级联微元琼斯矩阵的数学方法，并
通过酉变换手段来推演琼斯矩阵的物理参量． 理论研究表明：截面感应角沿光程分布的不均匀是介质琼斯矩阵非对角元素复

数化的原因；感应不均匀介质的琼斯矩阵可由介质相移差、介质感应角和介质不均匀角 ３ 个物理参量来完整刻画，且 ３ 个物理

参量都是相应截面感应张量分量的积分，其中，介质不均匀角能够本质刻画介质的感应不均匀程度． 感应不均匀磁光介质的

物理实验表明：感应不均匀介质琼斯矩阵的非对角元素是实部和虚部兼有的复数． 琼斯矩阵的物理参量仿真实验表明此理论

推导具有一定的正确性． 感应不均匀介质琼斯矩阵解析式囊括各种光学效应，具有普遍性；统辖各种均匀、不均匀情况，具有

一般性． 其中，均匀介质的琼斯矩阵是特例．
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　 　 琼斯矩阵是描述介质输入输出关系的二阶矩

阵［１－２］，同时也是分析光学效应的一种有效手

段［３－５］ ． 以往，介质琼斯矩阵以物理属性均匀为前

提． 如此，其非对角元素或者是纯实数，比如磁光介

质，或者是纯虚数，比如电光、弹光和热光介质等．
扭转向列液晶的实验研究［６－７］ 表明，施加的电压较

大时，液晶材料的物理属性不再均匀，琼斯矩阵非对

角元素变成了实部、虚部皆有的复数． 无独有偶，磁
光效应［８］ 的实验研究表明，在不均匀磁场的作用

下，磁光玻璃的物理属性也会变得不均匀，琼斯矩阵

非对角元素也被复数化．
上述两个实验表明，电场和磁场可使介质的物

理属性变得不均匀，表现为琼斯矩阵非对角元素的

复数化，意味着光波在介质中的传播过程将有所

改变．
为有效刻画光的传播过程，有关研究论文对物

理属性不均匀介质琼斯矩阵的解析模型进行了研

究． 文献［７］基于多层模型推导了扭转向列液晶材



料琼斯矩阵的解析式，由此计算的相移差更接近实

验结果． 基于微元分析法，文献［９－１０］推导了磁光

玻璃的琼斯矩阵，指出此时的相移差是光程上全部

微元相移差的加权积分． 与均匀介质的琼斯矩阵相

比，上述两项研究更贴近物理属性不均匀介质的情

况，不足是都具有一定的近似性，构建的琼斯矩阵尚

未包含专门描述介质物理属性不均匀情况的物理

参量．
不只电场和磁场，任何物理场都有可能使介质

的物理属性变得不均匀． 针对任意物理场作用导致

的物理属性不均匀的介质，基于介质张量的一般性

模型，本文采用微元分析方法探究了琼斯矩阵非对

角元素复数化的原因；采用酉变换方法没有近似地

建立了由介质相移差、介质感应角和介质不均匀角

３ 个物理参量描述的琼斯矩阵解析模型，其中的介

质不均匀角是专门刻画介质物理属性不均匀的物理

参量． 磁光介质的物理实验和数值仿真验证了本文

提出的琼斯矩阵解析式的正确性与合理性．

１　 感应不均匀介质

在物理场作用下，介质的琼斯矩阵非对角元素

可能是实部、虚部兼备的复数，这样的介质在本文中

被称为感应不均匀介质． 均匀介质受物理场作用表

现出不均匀性的现象被称为感应不均匀，感应不均

匀现象源自本征坐标系沿光程的不守恒，致使光的

传播过程与在均匀介质中有所不同．
１．１　 截面张量

在电场、磁场、应力场或温度场等物理场的作用

下，介质张量（介电张量或逆介电张量）是介质固有

张量和物理场产生的感应张量的组合． 为避免固有

双折射，光波法矢量沿介质光轴，本文称之为 ｚ 轴．
与 ｚ 轴正交的介质截面，数学模型是二阶张量的平

面部分，本文称之为截面张量，即
 ｚ( ) ＝ εｏ ＋ δ ｚ( ) ． （１）

其中： εｏ 为截面固有张量，是介电常数 ε ｏ 构成的对

角型常数张量 ε ｏ ＝ ｄｉａｇ ε ｏ，ε ｏ( ) ，δ ｚ( ) 为物理场作

用产生的截面感应张量为
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式（２）是涵盖各种光学效应的一般性的截面感

应张量表达式． 对实对称感应张量， ｋ ＝ １， 如电光、
弹光和热光等光学效应；对共轭转置对称的感应张

量， ｋ ＝ ｊ， 如磁光效应．
１．２　 截面感应角

截面张量  ｚ( ) 的本征值λ ± ｚ( ) 为

λ ± ｚ( ) ＝ εｏ ＋ δÑ ｚ( ) ± δΔ
２（ ｚ） ＋ δｗ

２（ ｚ） ． （３）
其中 δÑ ｚ( ) 、δΔ ｚ( ) 分别为和均值和差均值，即
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截面张量  ｚ( ) 的本征矩阵 Ｕ ｚ( ) 为
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这里

α ｚ( ) ＝ ｔａｎ －１ δｗ ｚ( )

δΔ ｚ( )
． （６）

　 　 角度 α ｚ( ) 仅由截面感应张量的分量决定，表
达了物理场对本征矩阵 Ｕ ｚ( ) 的影响． 本文称其为

截面感应角．
１．３　 感应不均匀介质

截面感应角 α ｚ( ) 有 ３ 种基本情况：１） 物理场

对介质的作用均匀， δｗ ｚ( ) 和 δΔ ｚ( ) 守恒，截面感应

角 α ｚ( ) 守恒． ２） 物理场对介质的作用不均匀，但
δｗ ｚ( ) 或 δΔ ｚ( ) 恒零，截面感应角 α ｚ( ) 或为 ０°， 或

为 ９０°， 依然守恒． ３） 物理场对介质的作用不均匀，
但 δｗ ｚ( ) 和 δΔ ｚ( ) 都不恒零，截面感应角 α ｚ( ) 不

守恒．
上述 ３ 种情况对应的介质分别是均匀介质、似

均匀介质和感应不均匀介质． 本征矩阵 Ｕ ｚ( ) 即是

坐标变换矩阵，而截面感应角 α ｚ( ) 唯一决定了本

征矩阵 Ｕ ｚ( ) ． 因此，感应不均匀介质是在物理场作

用下本征坐标系不守恒的介质．

２　 琼斯矩阵的非对角元素

２．１　 微元级联琼斯矩阵

将感应不均匀介质分割为 ｎ 个 微元，微元长度

为 ｄｚ， 介质的光程长度为 Ｌ， 如图 １ 所示．
微元 ｄｚ 甚小，其截面张量均匀． 用符号 αｉ 表示

截面感应角 α ｚｉ( ) ， 用符号 ｄ φｉ 表示微元相移差． 坐
标 ｚｉ 处的微元琼斯矩阵为

Ｊｉ ＝ Ｊ αｉ，ｄ φｉ( ) ＝ Ｕ αｉ( ) Λ ｄ φｉ( ) ＵＨ αｉ( ) ． （７）
其中 Ｕ α ｉ( ) 为式 （６） 的本征矩阵，Λ ｄ φ ｉ( ) 为微元

相移差矩阵，

Λ ｄ φｉ( ) ＝ ｄｉａｇ ｅｘｐ ｊ
ｄ φｉ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｅｘｐ － ｊ

ｄ φｉ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

（８）
这里， ｄ φ ｉ 为微元相移差，
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ｄ φｉ ＝
２π
λ

Δｎｉｄｚ． （９）

此处， λ 为光波的波长， Ñｎｉ 为ｚｉ 处的感应双折射，

Δｎｉ ＝
１
ｎ０

δΔ
２（ ｚｉ） ＋ δｗ（ ｚｉ） ． （１０）

其中 ｎ０ 为介质的固有折射率．

dz

放射光波
z

zi

L

0

出射光波

图 １　 介质微元的示意

Ｆｉｇ．１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｍｅｄｉｕｍ ｍｉｃｒｏ⁃ｅｌｅｍｅｎｔ

　 　 逆光波方向连乘全部微元琼斯矩阵，极限是光

学介质的琼斯矩阵，即

Ｊ ＝ ｌｉｍ
ｎ→¥

∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｕ αｉ( ) Λ ｄ φｉ( ) ＵＨ αｉ( ) ． （１１）

２．２　 均匀或似均匀介质琼斯矩阵解析式

均匀介质或似均匀介质，截面感应角 α ｚｉ( ) 处

处相同，本征坐标系守恒． 将关系 α ｚｉ( ) ≡ α 代入式

１１( ) ， 得到琼斯矩阵的解析式为

Ｊ α，φ( ) ＝
ｃｏｓ φ

２
＋ ｊｃｏｓ αｓｉｎ φ

２
　 　 ｋｊｓｉｎ αｓｉｎ φ

２

ｋ^ｊｓｉｎ αｓｉｎ φ
２
　 　 ｃｏｓ φ

２
－ ｊｃｏｓαｓｉｎ φ

２

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

．

（１２）
其中

φ ＝ ｌｉｍ
ｎ→¥

∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｄ φｉ ＝

２π
λ ∫

Ｌ

０

Δｎ ｚ( ) ｄｚ． （１３）

　 　 式 （１２） 的琼斯矩阵 Ｊ α，φ( ) 含两个物理参量

α 和 φ． α 为介质感应角，由于介质均匀或似均匀，
介质感应角 α 与截面感应角 α ｚ( ) 相同； φ 为描述

介质整体的介质相移差．
当 ｋ ＝ １ 时，琼斯矩阵 Ｊ α，φ( ) 对称，非对角元

素是纯虚数；当 ｋ ＝ ｊ 时，琼斯矩阵 Ｊ α，φ( ) 不对称，
非对角元素是纯实数． 无论 ｋ 是 １ 还是 ｊ，实部、虚部

都不会同时存在．
２．３　 感应不均匀介质琼斯矩阵的非对角元素

感应不均匀介质的截面感应角不守恒，不能直

接由式（１１）无近似地推出琼斯矩阵解析式． 尽管如

此，该式可用来考察琼斯矩阵非对角元素的数域

属性．
微元琼斯矩阵 Ｊｉ ＝ Ｊ α ｉ，ｄ φ ｉ( ) 与均匀介质整体

琼斯矩阵 Ｊ α，φ( ) 元素的数域相同，即

Ｊｉ ＝
ｃｏｓ

ｄφ ｉ

２
＋ ｊｃｏｓ α ｉｓｉｎ

ｄφ ｉ

２
　 　 ｋｊｓｉｎ α ｉｓｉｎ

ｄφ ｉ

２

ｋ^ｊｓｉｎ α ｉｓｉｎ
ｄφ ｉ

２
　 　 ｃｏｓ

ｄφ ｉ

２
－ ｊｃｏｓ α ｉｓｉｎ

ｄφ ｉ

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

（１４）
容易看出，微元琼斯矩阵 Ｊｉ 的对角元素是复

数；非对角元素或是实数、或是虚数，不会是实部和

虚部兼有的完备复数．
任意两个相邻微元琼斯矩阵的乘积为

Ｊ α ｉ， ｄφ ｉ( ) Ｊ α ｉ ＋１， ｄφ ｉ ＋１( ) ＝
Ａ ｋｊＣ

ｋ^ｊ Ｃ^ Ａ^

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （１５）

容易验证，感应不均匀介质， Ｃ 是实部和虚部

兼有的完备复数． 原因是本征坐标系沿光程变化，
每个截面的本征坐标系与光轴坐标系夹角不守恒．

相邻微元琼斯矩阵的乘积矩阵如此，全部微元

琼斯矩阵依次相乘的结果亦然． 由于截面本征坐标

系不守恒，感应不均匀介质琼斯矩阵的非对角元素

是实部、虚部同时存在的完备复数．

３　 琼斯矩阵解析式

微元琼斯矩阵 Ｊｉ 为酉矩阵． 根据酉矩阵的性质

可知，级联得到的感应不均匀介质琼斯矩阵 Ｊ 也是

酉矩阵，即

Ｊ ＝
Ａ ｋｊＣ

ｋ^ ｊＣ^ Ａ^

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
．（１６）

　 　 且满足 幺 行列式约束

ｄｅｔ Ｊ( ) ＝ Ａ ２ ＋ Ｃ ２ ＝ １． （１７）
　 　 式 １５( ) 的琼斯矩阵 Ｊ 属于复数域，两个复数 Ａ
和 Ｃ 对应 ４ 个实数 ＲｅＡ， ＩｍＡ 和 ＲｅＣ，ＩｍＣ， 幺行列

式约束意味着 ４ 个实数不独立，存有冗余． 采用酉

变换可得到 ３ 个独立参量描述的琼斯矩阵解析式．
３．１　 琼斯矩阵的本征值

命题 １　 琼斯矩阵 Ｊ 与对角矩阵 Λ 相似，即

Ｊ ～ Λ ＝ ｄｉａｇ ｅｘｐ ｊ φ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｅｘｐ － ｊ φ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１８）

其中

φ ＝ ２ ｔａｎ －１ Ｉｍ２Ａ ＋ Ｃ ２

ＲｅＡ
． （１９）

　 　 证明　 考虑幺行列式约束，式（１６）琼斯矩阵的

本征方程为

λ２ － ２λＲｅＡ ＋ １ ＝ ０．
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解之得

λ ± ＝ ＲｅＡ ± Ｒｅ２Ａ － １ ．
幺 行列式约束意味着

Ｒｅ２Ａ ≤ １．
且

１ － Ｒｅ２Ａ ＝ Ｉｍ２Ａ ＋ Ｃ ２ ．
因此，两个本征值为

λ ± ＝ ＲｅＡ ± ｊ Ｉｍ２Ａ ＋ Ｃ ２ ．
考虑式（１９），得到

λ ± ＝ ｅｘｐ ± ｊ φ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

根据相似矩阵理论，命题 １ 成立．
３．２　 琼斯矩阵的本征矩阵

命题 ２　 琼斯矩阵 Ｊ 的本征矩阵 Ｕ 为

Ｕ ＝
ｋｃｏｓ α

２
ｅｘｐ ｊσ( ) － ｋｓｉｎ α

２

ｓｉｎ α
２

ｃｏｓ α
２
ｅｘｐ － ｊσ( )

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

．

（２０）
其中

α ＝ ｔａｎ －１ Ｃ
Ｉｍ Ａ

， （２１）

σ ＝ ｔａｎ －１ Ｉｍ Ｃ
Ｒｅ Ｃ

． （２２）

　 　 证明　 利用式（２２），将琼斯矩阵 Ｊ 变形为

Ｊ ＝
Ａ ｋｊ Ｃ ｅｘｐ ｊσ( )

ｋ^ｊ Ｃ ｅｘｐ － ｊσ( ) Ａ^

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

本征方程为

λＩ － Ｊ( ) Ｘ ＝ ０．
这里， Ｘ 为本征向量． 将本征值代入，并考虑式

（２１），有
－ ｃｏｓ α ± １　 　 － ｋｓｉｎ αｅｘｐ ｊσ( )

－ ｋ^ｓｉｎ αｅｘｐ － ｊσ( ) 　 　 ｃｏｓα ± １

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

Ｘ１

Ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（ ±）

＝ ０．
求得两个本征矢量：
Ｘ１

Ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＋( )

＝
ｋｓｉｎ αｅｘｐ ｊσ( )

－ ｃｏｓ α － １( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｘ１

Ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－( )

＝
ｋ ｃｏｓ α － １( )

ｓｉｎ αｅｘｐ － ｊσ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

注意到

ｃｏｓ α － １ ＝ － ２ ｓｉｎ２ α
２
，

ｓｉｎ α ＝ ２ｓｉｎ α
２
ｃｏｓ α

２
．

弃公因子 ｓｉｎ α
２
， 有

Ｘ１

Ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＋( )

＝
ｋｃｏｓ α

２
ｅｘｐ ｊσ( )

ｓｉｎ α
２

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

，

Ｘ１

Ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－( )

＝
－ ｋｓｉｎ α

２

ｃｏｓ α
２
ｅｘｐ － ｊσ( )

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

．

两式合并，命题 ２ 成立．
３．３　 琼斯矩阵解析式

根据矩阵理论，感应不均匀介质的琼斯矩阵为

Ｊ ＝ ＵΛ ＵＨ ． （２３）
将命题 １ 和命题 ２ 的结果代入，得到

Ｊ α，φ，σ( ) ＝
Ａ α，φ( ) ｋｊＣ α，φ，σ( )

ｋ^ｊ Ｃ^ α，φ，σ( ) Ａ^ α，φ( )

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （２４）

其中

Ａ α，φ( ) ＝ ｃｏｓ φ
２

＋ ｊｃｏｓ αｓｉｎ φ
２
，

Ｃ α，φ，σ( ) ＝ ｓｉｎ αｓｉｎ φ
２
ｅｘｐ ｊσ( ) ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２５）

与均匀或似均匀介质一样，介质感应角 α 和介

质相移差 φ 依然是琼斯矩阵 Ｊ α，φ，σ( ) 的两个物

理参量． 与均匀或似均匀介质不一样，感应不均匀

介质琼斯矩阵 Ｊ α，φ，σ( ) 出现了刻画介质感应不

均匀情况的新物理参量：介质不均匀角 σ． ３ 个物理

参量相互独立，各自的物理含义清晰，缺一不可．
３．４　 形式演换

截面张量实对称时，如电光效应、声光效应、弹
光效应等， ｋ ＝ １，式（２４） 的琼斯矩阵为

　 　 Ｊ α，φ，σ( ) ＝

ｃｏｓ φ
２
＋ｊｃｏｓ αｓｉｎ φ

２
　 　 ｊｓｉｎ αｓｉｎ φ

２
ｅｘｐ ｊσ( )

ｊｓｉｎ αｓｉｎ φ
２
ｅｘｐ －ｊσ( ) 　 ｃｏｓ φ

２
－ｊｃｏｓ αｓｉｎ φ

２

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

． （２６）

截面张量共轭转置对称时，即磁光效应， ｋ ＝ ｊ，
琼斯矩阵为

　 　 Ｊ α，φ，σ( ) ＝

　
ｃｏｓ φ

２
＋ｊｃｏｓ αｓｉｎ φ

２
　 　 －ｓｉｎ αｓｉｎ φ

２
ｅｘｐ ｊσ( )

ｓｉｎ αｓｉｎ φ
２
ｅｘｐ －ｊσ( ) 　 　 ｃｏｓ φ

２
－ｊｃｏｓ αｓｉｎ φ

２

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

．

（２７）
如果物理场的分布均匀， σ ＝ ０， 则琼斯矩阵 Ｊ

简化为式（１２）， 分 ｋ ＝ １ 和 ｋ ＝ ｊ 两种情况．
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４　 物理参量积分

α，φ 和 σ 是感应不均匀介质琼斯矩阵的 ３ 个物

理参量，属于介质整体． 而 α ｚ( ) 和 Δｎ ｚ( ) 是属于介

质截面的物理参量． 本节探讨介质整体和截面物理

参量之间的积分关系．
４．１　 等相移差微元级联琼斯矩阵

以微元相移差相等为准则，将介质划分为 ｎ 个

微元． 任意一个等相移差微元的琼斯矩阵 Ｊｉ，
ｉ ＝ １，２，…，ｎ( ) 为

Ｊｉ ＝
Ａｉ ｋｊ Ｃ ｉ

ｋ^ｊ Ｃ^ ｉ Ａ^ｉ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
． （２８）

其中

Ａｉ ＝ ｃｏｓ ｄφ
２

＋ ｊｃｏｓ αｉｓｉｎ
ｄφ
２
，

Ｃ ｉ ＝ ｓｉｎ αｉｓｉｎ
ｄφ
２
．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２９）

这里， ｄφ 为微元相移差， α ｉ 为微元的截面感应角．

逆光波方向，将所有微元级联． 忽略ｓｉｎ２ ｄφ
２

以

上项， 并认为

ｓｉｎ ｄφ
２ →

ｄφ
２
， ｃｏｓ ｄφ

２ → １．

则可得到如下的等相移差微元级联琼斯矩阵

Ｊ ＝ ∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｊｉ ＝

Ａ ｋｊＣ

ｋ^ｊ Ｃ^ Ａ^

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （３０）

其中

Ａ ＝ １ － １
４ ∑

ｎ

ｉ ＝ ２
∑
ｉ －１

ｊ ＝ １
ｃｏｓ α ｉ － α ｊ( ) ｄφ( ) ２ ＋

　 　 ｊ １
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｃｏｓ α ｉｄφ，

Ｃ ＝ １
２∑

ｎ

ｉ ＝１
ｓｉｎ αｉｄφ ＋ ｊ １

４∑
ｎ

ｉ ＝２
∑
ｉ－１

ｊ ＝１
ｓｉｎ αｉ － αｊ( ) ｄφ( ) ２．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（３１）
式 （３０） 的琼斯矩阵与式 （２４） 的相同． 在

ｓｉｎ φ
２

≈ φ
２

的条件下， 有

φｃｏｓ α ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｃｏｓ α ｉｄφ，

φｓｉｎ αｃｏｓ σ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉｎ α ｉｄφ，

φｓｉｎ αｓｉｎ σ ＝ １
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ ２
∑
ｉ －１

ｊ ＝ １
ｓｉｎ α ｉ － α ｊ( ) ｄφ( ) ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（３２）

４．２　 物理参量积分

命题 ３ 感应不均匀介质，介质相移差 φ 为截面

感应张量对角分量差均值的积分，即

φ ＝ ２π
λ ｎ０

１
ｃｏｓ α∫

Ｌ

０

δΔ ｚ( ) ｄｚ． （３３）

　 　 介质感应角 α的正弦函数为截面感应张量非对

角分量的积分为

ｓｉｎ α ＝ ２π
λ ｎ０

１
φｃｏｓ σ∫

Ｌ

０

δｗ ｚ( ) ｄｚ． （３４）

　 　 介质不均匀角 σ 满足双重积分关系，即

ｓｉｎ σ ＝ １
２

２π
λ ｎ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １
φｓｉｎ α∫

Ｌ

ｚ
∫
ｚ

０

Δ ｚ１，ｚ２( ) ｄｚ１ｄｚ２ ．

（３５）
其中 Δ ｚ１，ｚ２( ) 为积差值，即

Δ ｚ１，ｚ２( ) ＝ δｗ ｚ２( ) δΔ ｚ１( ) － δｗ ｚ１( ) δΔ ｚ２( ) ．（３６）
　 　 证明　 式（３２）第 １ 式的积分形式为

φｃｏｓ α ＝ ∫
Ｌ

０

ｃｏｓ α ｚ( )
ｄφ
ｄｚ

ｄｚ，

而

ｄφ
ｄｚ

＝ ２π
λ

Δｎ ｚ( ) ． （３７）

由于

ｃｏｓ α ｚ( ) ＝
δΔ ｚ( )

ｎ０Δｎ ｚ( )
．

故

φｃｏｓ α ＝ ２π
λ ｎ０

∫
Ｌ

０

δΔ ｚ( ) ｄｚ．

于是，式（３３）成立．
式（３２）第 ２ 式的积分形式为

φｓｉｎ αｃｏｓ σ ＝ ∫
Ｌ

０

ｓｉｎ α ｚ( )
ｄφ
ｄｚ

ｄｚ．

由于

ｓｉｎ α ｚ( ) ＝
δｗ ｚ( )

ｎ０Δｎ ｚ( )
，

并考虑式（３７），有

φｓｉｎ αｃｏｓ σ ＝ ２π
λ ｎ０

∫
Ｌ

０

δｗ ｚ( ) ｄｚ．

因此，式（３４）成立．
式（３２）第 ３ 式的积分形式为

２φｓｉｎ αｓｉｎ σ ＝

　 　 　 ∫
Ｌ

ｚ
∫
ｚ

０

ｓｉｎ α ｚ２( ) － α ｚ１( )( )
ｄφ
ｄ ｚ１

ｄφ
ｄ ｚ２

ｄ ｚ１ｄ ｚ２ ．

注意到

ｓｉｎ α ｚ２( ) － α ｚ１( )( ) ＝
　 　 　 ｓｉｎ α ｚ２( ) ｃｏｓ α ｚ１( ) － ｃｏｓ α ｚ２( ) ｓｉｎ α ｚ１( ) ．
并将上式关系代入，得到
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φｓｉｎ αｓｉｎ σ ＝ １
２

２π
λ ｎ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

∫
Ｌ

ｚ
∫
ｚ

０

Δ ｚ１，ｚ２( ) ｄｚ１ｄｚ２ ．

所以，式（３５）成立．

５　 磁光介质的实验验证

为验证理论的正确性，本文进行了感应不均匀

磁光介质的物理实验和仿真实验．
５．１　 物理实验

物理实验验证不均匀磁场对磁光介质琼斯矩阵

非对角元素数域的影响．
将长度 Ｌ ＝ ０．０５ ｍ 的磁光玻璃置放在长直载流

导体的磁场环境中，如图 ２ 所示． 图中， Ｄ 为磁光玻

璃的垂直距离（磁光玻璃中轴线与载流导体的距

离），分别取 ０．０２、０．０３ ｍ， ΔＺ 为磁光玻璃的水平距

离（平分线与载流导体的距离）， 取 ０． ０２５ ｍ ～
０．０２５ ｍ． Ｉ 为载流导体通过的电流，取 １ ０００ Ａ， ｚ 轴
为光的传播方向． 很明显，磁光玻璃处于不均匀空

间磁场环境中．

D

I

磁场

z轴（波法线）

磁流
导体

ΔZ
平方线

磁光玻璃

中轴线

L

图 ２　 不均匀磁场中的磁光玻璃

Ｆｉｇ．２　 Ｍａｇｎｅｔｉｃ ｇｌａｓｓ ｉｎ ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ

　 　 采取光强法［１１］ 测量磁光玻璃琼斯矩阵的元素．
磁光玻璃琼斯矩阵 Ｊ 非对角元素测量结果如图 ３ 所

示． 可以看出，由于磁场分布的不均匀，琼斯矩阵 Ｊ
非对角元素是实部和虚部兼有的完备复数．
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部
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图 ３　 琼斯矩阵非对角元素

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｏｆｆ⁃ｄｉａｇｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ Ｊｏｎｅｓ ｍａｔｒｉｘ

５．２　 仿真实验

仿真 实 验 采 用 磁 光 玻 璃， 费 尔 德 常 数 为

８０ ｍｉｎ ／ （Ｔ·ｃｍ），线性双折射恒定为 ３ ｍｉｎ ／ ｃｍ，光
源波长为 ８３０ ｎｍ．

数值仿真依据上文物理实验条件． 磁感应强度

（与光波方向平行的分量）不均匀分布的仿真情况

如图 ４ 所示．
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图 ４　 不均匀分布的磁感应强度平行分量

Ｆｉｇ．４　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ

　 　 将磁光玻璃分割为１０５个微元． 基于微元琼斯矩

阵的级联形式得到介质整体的琼斯矩阵 Ｊ． 图 ５ 是

非对角元素的仿真结果． 可以看出，无论是数值的

数量级，还是曲线的形状． 琼斯矩阵非对角元素的

仿真结果与图 ３ 很吻合，说明了仿真的正确性．
　 　 根据式（２０）、（２１）、（２２）计算磁光玻璃的介质

相移差 φ、介质感应角 α 和介质不均匀角 σ． 计算结

果如图 ６、７ 曲线所示． 采用式（３４）、（３５）、（３６）的

积分公式计算磁光玻璃的介质相移差 φ、 介质感应

角 α 和介质不均匀角 σ， 计算结果如图 ６、７ 圆点所

示． 计算数据表明，两者的相对误差在万分之几以

内，说明积分公式完好表达了磁光玻璃的感应不均

匀情况．
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图 ５　 琼斯矩阵非对角元素的仿真

Ｆｉｇ．５　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｏｆｆ⁃ｄｉａｇｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ Ｊｏｎｅｓ ｍａｔｒｉｘ
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图 ６　 琼斯矩阵物理参量的仿真（Ｄ＝０．０２ ｍ）
Ｆｉｇ．６　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ Ｊｏｎｅｓ ｍａｔｒｉｘ（Ｄ＝ ０．０２ ｍ）
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图 ７　 琼斯矩阵物理参量的仿真（Ｄ＝０．０３ ｍ）
Ｆｉｇ．７　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ Ｊｏｎｅｓ ｍａｔｒｉｘ （Ｄ＝ ０．０３ ｍ）

　 　 计算表明，当 ΔＺ ＝ ０时，磁光玻璃的介质不均匀

角 σ为零；当 ΔＺ≠０ 时，磁光玻璃的介质不均匀角 σ
非零，且随着 ΔＺ 的增大而增大． 图 ６、７ 的曲线还

表明，介质不均匀角 σ 的绝对值越小，介质相移差 φ
和介质感应角 α 越大，反之越小，说明磁场分布越是

不均匀，对磁光石玻璃琼斯矩阵的影响就越大．

６　 结　 论

１）物理和仿真实验表明，感应不均匀介质琼斯

矩阵的非对角元素是实部和虚部兼而有之的复数．

理论研究表明，截面感应角沿光程分布的不均匀是

介质琼斯矩阵非对角元素复数化的原因．
２）基于酉变换，可准确得到用介质相移差、介

质感应角和介质不均匀角 ３ 个物理参量表达的感应

不均匀介质琼斯矩阵解析表达式． 其中，介质不均

匀角（绝对值）越大，介质相移差和介质感应角越

小，反之亦然． 介质不均匀角本质上表达了介质的

不均匀情况．
３）推演了感应不均匀介质的 ３ 个物理参量的

积分关系． 其中，介质相移差是截面感应张量对角
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分量差均值的积分；介质感应角是截面感应张量非

对角分量的积分；介质不均匀角是截面感应张量分

量积差值的积分．
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