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一种 ２Ｒ１Ｔ 类球面并联机构的瞬时速度分析
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摘　 要： 对一种 ２Ｒ１Ｔ（Ｒ 表示旋转，Ｔ 表示平移）的类球面并联机构进行了瞬时速度分析． 由于机构的动平台中心与基座中心

始终关于过 ３ 个球关节的平面对称，利用几何法很容易获得动平台的位置解，然而机构的瞬时速度的计算则相对复杂，尤其是

角速度的计算严重依赖姿态矩阵或完整雅克比矩阵的正确求解，并且计算效率低、容易出错． 为此，采用 Ｒｉｅｍａｎｎ 对称空间理

论方法，从机构子链旋量系的对称性出发，建立各子链关节运动的约束，从而简化机构动平台瞬时速度的计算，机构所有可能

的瞬时速度组成了一个线性空间，这个空间的基正好解释了机构的瞬时自由度． 最后，给出算例验证了该方法的正确性和有

效性． 通过 ＡＤＡＭＳ（Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｄｙｎａｍｉｃ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ，机械系统动力学）软件仿真与理论计算对比，角速度误

差控制在－０．００４～０．００６ ｒａｄ ／ ｓ 以内，线速度误差控制在－０．０１ ～ ０．０１５ ｍｍ ／ ｓ 以内，采用对称空间理论方法计算瞬时速度用时
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　 　 两转一移（２Ｒ１Ｔ）并联机构因其自由度少、结构

简单、制造成本低、适用于多种场合等优势，已引起

国内外学者的广泛关注． 自 Ｈｕｎｔ［１］ 于 １９８３ 年提出

一种构型为 ３－ＲＰＳ 并联机构以来，２Ｒ１Ｔ 并联机构

的构型综合近年来在国内也掀起一股研究热潮［２－９］ ．
这类机构目前已成功应用于五轴混联机床的转动中

心［１０］、姿态调整装置［１１］以及坐标测量机［１２］等．
速度分析是并联机构运动性能分析和动力学分

析的基础，属于微分运动的范畴，常用的分析方法有

闭环矢量法、旋量法、影响系数法［１３－１４］ 和网络分析

法［１５］等． 前三种方法实质是求解速度映射即雅克比

矩阵，一般通过对位置约束方程求导来获得速度映

射关系，但在位置约束方程本身就很复杂的情况下，
对其进行一阶求导就更加困难． 网络分析法以

图论为基础，适合多环强耦合并联机构的速度和力



分析，对于少自由度并联机构的速度分析通用性

不强．
为避开雅克比矩阵和位置导数的求解，本文在

文献［９］的基础上，利用 Ｒｉｅｍａｎｎ 对称空间理论对

一种自由度类球面并联机构进行了瞬时速度分析．
从机构子链旋量系的对称性出发，建立各子链关节

运动的约束，从而简化机构动平台瞬时速度的计算．
根据计算和仿真的对比结果来看，角速度误差控制

在－ ０． ００４ ～ ０． ００６ ｒａｄ ／ ｓ 以内，线速度误差控制在

－０．０１～０．０１５ ｍｍ ／ ｓ 以内． 采用对称空间理论方法计

算瞬时速度用时 ５．１８７ ｓ．

１　 机构描述及其坐标系建立

机构由等半径的动平台和基座以及 ３ 个相同的

支链组成． 在初始位形下，机构的几何简图如图 １
所示． ３ 个支链呈 １２０°均匀分布于基座和动平台之

间． 与基座相连的转动副记为 Ｂ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３）， 它们

的轴线相交于基座中心 ＯＢ， 与动平台相连的转动

副记为 Ｄｉ（ ｉ ＝ １，２，３）， 它们的轴线相交于动平台中

心 ＯＤ； 每条支链上的球副记为 Ｓｉ（ ｉ ＝ １，２，３）， 其空

间布置为 ＳｉＯＢ ⊥ ＯＢＢ ｉ，ＳｉＯＤ ⊥ ＯＤＤｉ，‖ＳｉＯＤ‖ ＝
‖ＳｉＯＢ‖． 任意位形下，动平台和基座关于 ３ 个球副

所组成的平面 Ｓ１Ｓ２Ｓ３ 对称，动平台可以绕对称面内

的任意直线发生连续转动，也可以沿两平台中心连

线方向进行连续平移． ＯＤＳ１Ｓ２Ｓ３ＯＢ 为一个六面体，
平面 Ｓ１Ｓ２Ｓ３ 将此六面体分为上下对称的两部分， ＯＢ

和 ＯＤ 始终关于 Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３ 组成的平面对称．
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图 １　 并联机构的几何简图

Ｆｉｇ．１　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

　 　 建立基坐标系 ＯＢｘｙｚ （记为 ｛ＦＷ｝ ）和动坐标系

ＯＤｕｖｗ （记为 ｛ＦＴ｝ ），如图 ２ 所示． 初始位形下，基座

与动平台平行，各转动副轴线也相互平行． ＯＢＯＤ ⊥
Ｓ１Ｓ２Ｓ３ 交 Ｓ１Ｓ２Ｓ３ 于点 Ｍ ， ‖ＯＢＭ‖ ＝ ‖ＯＤＭ‖，
‖ＯＢＳｉ‖ ＝ ‖ＯＤＳｉ‖ ＝ ｌ．
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图 ２　 机构坐标系

Ｆｉｇ．２　 Ｆｒａｍｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

２　 位置正解

在基坐标系 ｛ＦＷ｝ 中， Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３ 的位置由驱动

副 Ｂ ｉ 的转角 αｉａ（ ｉ ＝ １，２，３） 和 ｌ 决定，可写为

Ｓｉ ＝ Ｒｉ － ｌｃαｉａ，０，ｌｓαｉａ[ ] Ｔ， （１）
其中
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　 　 对称平面方程 ａｘ ＋ ｂｙ ＋ ｃｚ ＋ ｄ ＝ ０ 由各球副的

位置坐标确定，满足下式：
Ｓ１（ｘ） Ｓ１（ｙ） Ｓ１（ ｚ） １
Ｓ２（ｘ） Ｓ２（ｙ） Ｓ２（ ｚ） １
Ｓ３（ｘ） Ｓ３（ｙ） Ｓ３（ ｚ） １

ｘ ｙ ｚ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ａ
ｂ
ｃ
ｄ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ０． （２）

　 　 根据点关于平面对称点的求解原理，容易得到

动平台中心 ＯＤ 在 ｛ＦＷ｝ 下的位置坐标：
ｘＯＤ

＝ － ２ａｄ ／ Ａ，

ｙＯＤ
＝ － ２ｂｄ ／ Ａ，

ｚＯＤ
＝ － ２ｃｄ ／ Ａ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３）

其中， Ａ ＝ ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２ ． 展开式（３）即可求得机构的位

置正解为
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－ ２ ３ ｌｍ１ｍ２

ｍ２
２ ＋ ３ｍ３

２ ＋ ３ｍ４
２，

ｚＯＤ
＝

－ ６ｌｍ１ｍ３

ｍ２
２ ＋ ３ｍ３

２ ＋ ３ｍ４
２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（４）

其中
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ｍ１ ＝ ｃ１ｃ３ｓ２ ＋ ｃ２ｓ１３，
ｍ２ ＝ ２ｃ３ ｓ１ － ｓ２( ) ＋ ｃ２ ｓ１ － ｓ３( ) ＋ ｃ１ ｓ３ － ｓ２( ) ，
ｍ３ ＝ ｃ２ｃ３ ＋ ｃ１ ｃ２ ＋ ｃ３( ) ，
ｍ４ ＝ ｓ１２ － ｓ３（ｃ１ ＋ ｃ２）．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ｓｉ 表示 ｓｉｎ α ｉａ，ｃｉ 表示 ｃｏｓ α ｉａ，ｓ１２ 表示 ｓｉｎ（α１ａ ＋
α２ａ），ｓ１３ 表示 ｓｉｎ（α１ａ ＋ α３ａ） ．

３　 瞬时速度分析

３．１　 Ｒｉｅｍａｎｎ 对称空间理论

定义 １［１６］ 　 设 ｐ 是 Ｒｉｅｍａｎｎ 流形 Ｍ 中的一点，
如果存在Ｍ的一个变换 σｐ：Ｍ→Ｍ满足下面 ３ 个条

件：
１） σｐ 是对合的，即 σｐ

２ ＝ ｉｄ （ｉｄ 表示恒等变换）
但 σｐ ≠ ｉｄ；

２） σｐ 是保长变换（即等距变换）；
３） ｐ 是 σｐ 的孤立不动点，即有 ｐ 的邻域 Ｕ ，使

得 ∀ｑ ∈ Ｕ，σｐ（ｑ） ＝ ｐｑ －１ｐ．
则称 Ｍ 对于 ｐ 成中心对称， σｐ 叫作关于 ｐ 的中

心对称．
定义 ２　 如果一个 Ｒｉｅｍａｎｎ 流形 Ｍ对于Ｍ中任

意一点 ｐ，ｑ 都成中心对称，则称 Ｍ 为 Ｒｉｅｍａｎｎ 对称

空间（简称对称空间）．
Ｒｉｅｍａｎｎ 对称空间的 ２ 个典型例子就是欧几里

德空间和球体［１７］ ． 在机构学中存在一种符合

Ｒｉｅｍａｎｎ 对称的并联机构，它是一类具有对称几何结

构支链的并联机构． 每条支链可分为相连的两个子支

链（Ｃ ＋， Ｃ －），如图 ３ 所示． 它们的运动副的空间分布

满足一种特殊的对称，即可以通过符号相反的一对运

动 ｛φ， － φ｝ 使得两个子链重合为一个子链．

+

ξ1

ξk-2

ξk-1
C+

+

+

+

C-

w

ξk(ξk)+ -

ξk-1
-

ξk-2
-

-

ξ1
-

图 ３　 对称并联机构的子支链图

Ｆｉｇ．３　 Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｐａｃｅ ａｎｄ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｕｂｃｈａｉｎｓ

　 　 如果重合子链的旋量系为 ξｋ，…，ξ１， 则原有支

链的 ２ 个子支链的旋量系为

ξｋ φ( ) ，…，ξ１ φ( ) ，ξｋ － φ( ) ，…，ξ１ － φ( ) ．
容易得到子链 ｛Ｃ ＋ ＋ Ｃ －｝ 的运动学正解为

ｆ α( ) ＝ ｅξ１ α１＋φ１( ) …ｅξｋ αｋ＋φｋ( ) ｅξｋ αｋ＋φｋ( ) …ｅξ１ α１＋φ１( )

如果在刚体运动群 ＳＥ（３）上定义一个反射映

射： σｐ ｑ( ) ＝ ｐｑ －１ｐ， 则上述子链的正向运动学可以

写为

ｆ α( ) ＝ σｅξ１ α１＋φ１( ) σｅξ２ α２＋φ２( )( ) …σｅξｋ αｋ＋φｋ( ) ｅ( ) …( ) ．
考虑与 ｆ 像空间对应的 ＳＥ（３）的子流形 Ｑ ． 由

于 ｆ 是多个反射的组合， Ｑ 必须是 ＳＥ（３）的对称子

空间．
定理 １　 如果 ＴｅＱ ＝ ξｋ，…，ξ１ ⊂ ＳＥ（３）， 则 ｆ 的

像空间包含 Ｑ 的关于 ｅ 的一个邻域．
定理 ２　 如果并联机构的所有支链的约束空间

的和正好是 ＴｅＱ 的正交补，则并联机构的任务空间

包含 Ｑ 的关于 ｅ 的一个邻域． 并且每条子链的 Ｃ ＋，
Ｃ － 转过的角度正好相反．

本机构任意时刻的运动都可以想象为在一个球

体（或椭球体）内进行． 动平台与基座始终对称，对
称面为过 Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３ 的圆面（或椭圆面），如图 ４（ ａ）
所示． 由于球副 Ｓ 可以等效 ３ 个转动副 Ｒ 串联，各等

效转动副的交点为球副的中心，故将本机构中各支

链的球副 Ｓｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 局部等效为 ３ 个轴线相交于

球副中心的转动副 Ｒ２
－，Ｒ２

＋，Ｒ３
＋ （Ｒ３

－ ）， 如图 ４
（ｂ）所示， Ｒ２

－ 的轴线沿 ＳｉＯＢ 方向， Ｒ２
＋ 的轴线沿

ＳｉＯＤ 方向， Ｒ３
－ （Ｒ３

＋） 的轴线位于对称面 Ｓ１Ｓ２Ｓ３ 内

且与连接两平台的转动副轴线同向． 这样，机构的

每条支链上下两部分可以相互折叠后重合，成为在

对称平面里的同一个 ＲＲＲ 结构．

动平台

D2

S2

1

S3

l

基座
B2

B1

S1

y

3

3

z

Si

R1

OD

+

R2i
+

R3i(R3i)+ -

R2i
-

R1
-

OB

（ａ） 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ）

图 ４　 Ｒｉｅｍａｎｎ 对称空间及支链等效图

Ｆｉｇ．４　 Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｎｄ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｕｂｃｈａｉｎｓ
　 　 至 此 可 以 得 出 结 论： 本 机 构 是 一 个 具 有

Ｒｉｅｍａｎｎ 对称空间性质的机构，其每条支链经过等

效处理后，支链的上下 ２ 条子链也是对称的，因此，
上子链与动平台的夹角和下子链与基座的夹角相互
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为负． 即转动副 Ｂ ｉ， Ｄｉ 的转角关系为： αｉｐ ＝ － αｉａ（ ｉ ＝
１，２，３）， 其中 αｉａ 为平面 ＯＢＢ ｉＳｉ 与基座的夹角， αｉｐ

为平面 ＯＤＤｉＳｉ 与动平台的夹角． 以 Ｂ３， Ｄ３ 的转角关

系 α３ｐ ＝ － α３ａ 为例，如图 ５ 所示．

S3

B3y

z

x u 3

3

基座

w

D3动平台
S3

图 ５　 转动副 Ｂ３， Ｄ３ 的转角

Ｆｉｇ．５　 Ａｎｇｌｅｓ ｏｆ ｒｅｖｏｌｕｔｅ ｊｏｉｎｔ Ｂ３ ａｎｄ Ｄ３

３．２　 等效瞬时速度空间

构造运动旋量 ξｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 与每个关节对应，
它表示第 ｉ 个关节的旋量运动，此时除第 ｉ 个关节外

其他所有关节均固定于 α ｊａ ＝ ０ 的位置． 在研究转动

关节时，其运动旋量 ξｉ 可表示为

ξ ｉ ＝
ｗｉ

ｗｉ × ｑｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

６×１

． （５）

其中， ｗ ｉ ∈Ｒ３ 表示旋转轴线上单位矢量， ｑｉ ∈Ｒ３ 表

示轴线上任一点． 对移动关节有

ξ ｉ ＝
０
ｖｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

６×１

． （６）

　 　 下面分别以机构的 ３ 种特殊运动为例，推导其

运动旋量表达式．
１）第一种特殊运动：固定 Ｓ１，Ｓ２，让 Ｓ３ 自由运动

（即锁定 α１ａ，α２ａ，让 α３ａ 做有限转动）． 此时，机构在

初始位形下非奇异，如图 ６ 所示，由于 α１ａ 和 α２ａ 固

定，所以 α１ｐ 和 α２ｐ 固定， 根据对称性知 α１ｐ ＝
－ α１ａ，α２ｐ ＝ － α２ａ ． 那么动平台、平面 Ｓ１Ｄ１ＯＤ 和平面

Ｓ２Ｄ２ＯＤ 形成一个刚体，动平台将只能绕 Ｓ１Ｓ２
→

作旋转

运动．

S1

D1

2

S2

2
α1,p

图 ６　 第一种运动：固定 Ｓ１， Ｓ２，让 Ｓ３ 自由运动

Ｆｉｇ．６　 Ｍｏｔｉｏｎ ｐａｔｔｅｒｎ Ⅰ： ｆｉｘ Ｓ１，Ｓ２ ａｎｄ ｆｒｅｅ Ｓ３

　 　 该运动情形下的运动旋量为

ξ３ ＝
Ｓ１ － Ｓ２

‖Ｓ１ － Ｓ２‖
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

， ＯＤＳ１ ×
Ｓ１ － Ｓ２

‖Ｓ１ － Ｓ２‖
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

．

（７）
２）第二种特殊运动：固定 Ｓ１，Ｓ３，让 Ｓ２ 自由运动

（即锁定 α１ａ，α３ａ， 让 α２ａ 自由变化）． 同上面的第一

种运动模式类似，由于 α１ａ 和 α３ａ 固定，则 α１ｐ 和 α３ｐ

固定， α１ｐ ＝ － α１ａ，α３ｐ ＝ － α３ａ ． 同理，动平台、平面

Ｓ１Ｄ１ＯＤ 和平面 Ｓ３Ｄ３ＯＤ 形成一个刚体，动平台将只

能绕 Ｓ１Ｓ３
→

作旋转运动． 该情形下的运动旋量为

ξ２ ＝
Ｓ３ － Ｓ１

‖Ｓ１ － Ｓ３‖
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

， ＯＤＳ３ ×
Ｓ３ － Ｓ１

‖Ｓ１ － Ｓ３‖
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

．

（８）
３）第三种特殊运动：固定 Ｓ２，Ｓ３，让 Ｓ１ 自由运动

（即锁定 α２ａ，α３ａ， 让 α１ａ 自由变化）． 同理 α２ｐ ＝
－ α２ａ，α３ｐ ＝ － α３ａ ． 动平台、 平面 Ｓ２Ｄ２ＯＤ 和平面

Ｓ３Ｄ３ＯＤ 形成一个刚体，动平台将只能绕 Ｓ２Ｓ３
→

作旋转

运动． 该情形下的运动旋量为

ξ１ ＝
Ｓ２ － Ｓ３

‖Ｓ３ － Ｓ２‖
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

， ＯＤＳ２ ×
Ｓ２ － Ｓ３

‖Ｓ３ － Ｓ２‖
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

．

（９）
运动 旋 量 系 ξ １，ξ ２，ξ ３{ } 等 效 为 绕 对 称 面

Ｓ１Ｓ２Ｓ３ 内任意一条直线的转动（２ 个旋转自由度），
以及沿对称面法线方向的平移（１ 个平移自由度），
其维数等于机构的自由度数，很好地解释了类球面

并联机构 ２Ｒ１Ｔ 的自由度性质，物理意义明确．
由于动平台的运动是由 ３ 个驱动关节共同作用引

起，其运动可以由旋距为零的速度旋量来描述：

ξ ＝
ｗ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ θ·

ｓ
ｒ × ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１０）

　 　 其中， θ·为驱动关节的角速度． 因此本文并联机

构的瞬时速度可以写成运动旋量系 ξ １，ξ ２，ξ ３{ } 与

驱动关节速度 α·１ａ，α
·

２ａ，α
·

３ａ 的线性组合：

ξ ＝ α·１ａξ１ ＋ α·２ａξ２ ＋ α·３ａξ３ ． （１１）
式中， ξ １，ξ ２，ξ ３ 分别为驱动关节 Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 在基坐

标系下的等效运动旋量， ξ 的集合就构成了机构末

端在基坐标系下的速度空间．

４　 计算与仿真

选取机构主要参数为： ｌ ＝ １００ ｍｍ． 不失一般

性，令驱动关节的角位移分别为

α１ａ ＝ ｓｉｎ（πｔ ／ ６），
α２ａ ＝ ｓｉｎ（πｔ ／ ４），
α３ａ ＝ ｓｉｎ（πｔ ／ ３） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 ０ ≤ ｔ ≤ １， （１２）

　 　 根据式（１） ～ （１１）对动平台的瞬时速度（包括

角 速 度 和 线 速 度 ） 进 行 ＡＤＡＭＳ 仿 真 并 与

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 计算结果进行对比，结果如图 ７ 所示．
由图 ７ 可知，仿真结果与理论计算几乎完全吻合，说
明采用对称空间理论分析机构的瞬时速度是正确、
可行的．
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仿真值:
计算值:
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（ａ）角速度的仿真值与计算值对比
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（ｂ）线速度的仿真值与计算值对比

图 ７　 基于对称空间理论的瞬时速度计算与仿真

Ｆｉｇ． ７ 　 Ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ａｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｂｙ
ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｐａｃｅ ｔｈｅｏｒｙ

５　 结　 论

对一种对称结构的 ３ 自由度类球面并联机构进

行了位置分析． 由于位置解析式较为复杂，若通过对

其进行一阶求导或推导其雅克比矩阵的方式来获得

机构的瞬时速度将是十分困难的事情． 为简化计算，
利用对称空间理论，从机构子链旋量系的对称性出发，
建立各子链关节运动的约束． 由于机构有三个驱动关

节，每次锁定２ 个驱动关节，只让１ 个关节运动，这样就

可以得到 ３ 种特殊的运动及其运动旋量，这些运动旋

量和对应的驱动关节速度的线性组合构成了机构的瞬

时速度空间． 这个空间的基正好解释了机构的自由度

性质为两旋转一平移，物理意义明确，计算方法简单．
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