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摘　 要： 为获得具有良好接触特性的啮合齿面，在共轭曲线原理的基础上提出分阶式多点接触齿轮． 以分阶式四点接触齿轮为

例，设计齿轮的基本齿形并进行滚刀的齿面设计． 基本齿形分为工作齿廓和非工作齿廓． 工作齿廓分为凸段和凹段，凸段采用圆

弧曲线展成上啮合齿面，凹段采用抛物线曲线展成下啮合齿面；非工作齿廓均采用圆弧分别展成过渡齿面和齿根齿面． 建立滚刀

的数学模型和精确实体模型，根据齿轮啮合理论推导滚刀的工作齿面、过渡齿面和齿根齿面方程，通过编程求解滚刀齿面方程，
并建立滚刀的三维实体模型． 加工获得了滚刀实体，并进行了分阶式四点接触齿轮副滚切试制． 完成齿轮样机的装配，进行了接

触印痕检验，结果显示满足设计要求． 研究成果是对共轭曲线原理的扩展，研究方法适用于其他分阶式多点接触齿轮．
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　 　 齿轮是极其重要的核心基础件，影响齿轮传动

性能的主要因素有啮合齿面、润滑状态、表面粗糙

度、材料及热处理方式等，其中啮合齿面作为运动和

动力变换的直接作用面，对齿轮的性能具有非常重

要的影响，因此如何获得具有良好几何特性和接触

特性的啮合齿面是提高齿轮性能的关键问题［１－３］ ．
国内外学者对啮合齿面进行了深入研究，主要方法

有齿面修形和构建新的啮合齿面［４－７］ ．
齿面修形主要有三维拓扑修形、齿形修形和齿

向修形，国内外很多学者在该领域进行了大量的研

究，如方宗德等对人字齿轮的主动轮进行三维修

形［８］，设计了对角修形斜齿轮齿面［９］，建立了面齿

轮修形简化模型［１０－１１］，研究了鼓形修形对载荷分布

的影响［１２］；彭先龙等［１３］ 提出了齿面主动修形方法



来预控斜齿面齿轮的啮合性能并消除边界接触；张
西金等［１４］提出了圆弧齿廓刀具修形及齿向鼓形修

形的方案；Ｐｅｄｒｅｒｏ 等［３］ 研究了修形对啮合刚度、载
荷分布和传动误差的影响． 目前，关于齿轮啮合理

论的研究仍然以共轭曲面原理为基础，对常用齿轮

传动齿形的优化、修正、构型仍然是研究的重点，这
些研究对提高齿轮传动的性能起到了积极作用，但
是仍然未从根本上解决问题．

在构建新的啮合齿面方面，陈扬枝等［１５－１６］ 建立

了空间曲线沿接触点主法线方向的啮合方程及啮合

曲线方程，获得了具有直径的钩杆曲齿传动；陈兵奎

等［１７］提出了曲线共轭啮合理论，将给定运动两构件

上的光滑曲线始终保持相切接触定义为曲线啮合，
给出了由共轭曲线形成啮合齿面的一般方法，并将

该理论应用于平行轴和相交轴齿轮传动［１８－２１］ ． 由于

共轭曲线的接触具有灵活性和多样性，既可以在节

圆内啮合，又可以在节圆上啮合，还可以在节圆外啮

合；齿轮在运动的过程中可以有多对共轭曲线同时

参与啮合，共轭曲线对数目增加，同时接触的点的数

目相应增加，接触区域扩大，可以减少跑合时间，增
加齿轮的承载能力；多对曲线同时参与啮合时，共轭

曲线对的分布对齿轮的传动性能有显著影响． 前期

的研究中，设计的共轭曲线凸齿齿轮在节圆外啮合，
凹齿齿轮在节圆内啮合，在加工时需要设计两把刀

具，如果齿轮能在节圆内和节圆外同时实现多对共

轭曲线接触，且在加工时仅需一把刀具即可加工出

相互啮合的一对齿轮，不仅可以显著降低制造成本，
而且能大幅度提高齿轮传动的性能．

本文在共轭曲线啮合理论的基础上，提出分阶

式多点接触齿轮，并以分阶式四点接触齿轮为例，开
展齿轮的基本齿形设计，进而推导滚刀的齿面方程，
求解齿面方程并建立滚刀的精确实体模型，根据实

体模型，获得滚刀实体，完成分阶式四点接触齿轮副

的滚切试制．

１　 分阶式多点接触齿轮

所谓分阶式多点接触齿轮，是指齿轮的啮合齿

面分为上啮合齿面和下啮合齿面，呈阶梯分布，由过

渡齿面连接． 齿轮副运动时，小齿轮的上啮合面与

大齿轮的下啮合面啮合，有两个或两个以上的接触

点，小齿轮的下啮合面与大齿轮的上啮合面啮合，有
两个或两个以上的接触点，上下啮合齿面同时在四

个接触点接触． 齿轮在啮合时，多对共轭曲线同时

参与啮合，工作齿面在多个接触点同时接触． 以分

阶式四点接触齿轮为例，如图 １ 所示，齿轮啮合齿

面上有 ４ 条共轭曲线，在啮合时，上啮合面有两个接

触点，下啮合面有两个接触点．
分阶式四点接触齿轮副在运动时，如图 ２ 所

示，小齿轮上啮合齿面与大齿轮下啮合齿面啮合，小
齿轮下啮合面和大齿轮上啮合面啮合，均为凹凸接

触，加载之后，接触位置由于弹性变形从接触点扩展

为接触面，承载能力提高，具有接触强度高、重合度

高的特点． 齿轮啮合时，接触点仅在齿宽方向移动，
无齿高方向移动，相对于渐开线齿轮，传动比较平

稳，滑动率很低，摩擦损失少，传动效率高．

下啮合齿面

过渡齿面
上啮合齿面

共轭曲线接触点

图 １　 分阶式多点接触共轭曲线齿轮
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小齿轮

大齿轮

图 ２　 单齿啮合

Ｆｉｇ．２　 Ｓｉｎｇｌｅ ｔｏｏｔｈ ｍｅｓｈｉｎｇ

２　 分阶式四点接触齿轮的基本齿形

啮合齿面是由刀具基本齿形通过展成运动得到

的，因此基本齿形对啮合齿面的传动性能具有重要

影响． 取刀具的法面齿廓为基本齿形，同侧齿面的

基本齿形有两段工作齿廓，分别有两个接触点，在啮

合时共有 ４ 个接触点，如图 ３ 所示，图中 α１、α２ 为接

触点处的压力角．

接触点

α1

α2 α1

α2

图 ３　 基本齿形啮合

Ｆｉｇ．３　 Ｂａｓｉｃ ｔｏｏｔｈ ｐｒｏｆｉｌｅ ｍｅｓｈｉｎｇ

　 　 刀具的法面齿廓如图 ４ 所示． 切削刃 Ｉ 是半径
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为 ρ的圆弧，将切削出上啮合齿面；切削刃 ＩＩ 是半径

为 ｒｆ 的圆弧，将切削出过渡齿面； 切削刃Ⅲ为抛物

线，将切削出下啮合齿面； 切削刃 ＩＶ 是半径为 ｒｊ 的
圆弧，将切削出齿根过渡曲面． ｈａ 和 ｈｆ 分别为齿顶

高和齿根高； ｈ 为全齿高． Ｓａ 为凸齿齿廓部分齿厚；
Ｓｆ为凹齿齿廓部分齿厚． δ１ 为工艺角． 建立坐标系

Ｓｎ（Ｏｎ；ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ） 与齿条固连， ｘｎＯｎｙｎ 平面与齿条法

面重合，坐标轴 ｘｎ 与齿廓的对称轴线重合， ｙｎ 与齿

条节线重合．
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图 ４　 刀具法面齿廓

Ｆｉｇ．４　 Ｎｏｒｍａｌ ｔｏｏｔｈ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｒａｃｋ ｃｕｔｔｅｒ
　 　 根据齿条的几何形状，可得各切削刃在坐标系

Ｓｎ 中的方程为

ｒ（Ｉ）ｎ α( ) ＝

ｘ（Ｉ）
ｎ α( )

ｙ（Ｉ）
ｎ α( )

ｚ（Ｉ）ｎ α( )

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

－ ρｓｉｎ α
∓ ρｃｏｓ α － ｌａ( )

０
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 　 　 　 　 αｍｉｎ ≤ α ≤ αｍａｘ ． （１）
式中： α 为自变量参数， ρ 为圆弧的半径， ０，ｌａ( ) 为

圆弧圆心在坐标系 ｘｎＯｎｙｎ 中的坐标值．
切削刃 ＩＩ 用矢量 ｒ Ⅱ( )

ｎ α ｊ( ) 表示，其在坐标系

Ｓｎ 中的表达式为

ｒ（Ⅱ）
ｎ α ｊ( ) ＝

ｘ（Ⅱ）
ｎ α ｊ( )

ｙ（Ⅱ）
ｎ α ｊ( )

ｚ（Ⅱ）
ｎ α ｊ( )

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

－ ｒｊｓｉｎ α ｊ ＋ ｅｊ( )

± （ ｒｊｃｏｓ α ｊ － ｌｊ）
０
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 　 　 　 　 α ｊ ｍｉｎ ≤ α ｊ ≤ α ｊ ｍａｘ ． （２）
式中： α ｊ 为 自 变 量 参 数， ｒｊ 为 圆 弧 的 半 径，
ｅｊ，ｌｊ( ) 为圆弧圆心在坐标系 ｘｎＯｎｙｎ 中的坐标值．

切削刃Ⅲ用矢量 ｒ Ⅲ( )

ｎ τ( ) 表示，其在坐标系

Ｓｎ 中的表达式为

　 　 ｒ（Ⅲ）
ｎ τ( ) ＝

ｘ（Ⅲ）
ｎ τ( )

ｙ（Ⅲ）
ｎ τ( )

ｚ（Ⅲ）
ｎ τ( )

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

－ τｃｏｓ σ ＋ τ２

２ｐ
ｓｉｎ σ － Ｌ１ｓｉｎ σæ

è
ç

ö

ø
÷

∓ － τｓｉｎ σ ＋ τ２

２ｐ
ｃｏｓ σ － Ｌ１ｃｏｓ σ ＋ ｌａ ＋ ０．５πｗｍｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

０
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 　 　 　 　 τｍｉｎ ≤ τ ≤ τｍａｘ ． （３）
式中： τ 为自变量参 数； σ 为 设 计 参 数， σ ＝
０．５ α１ ＋ α２( ) ， α１ 和 α２ 为法面压力角； ｐ 为抛物线

参数， ｐ ＝ ρｃｏｓ σ ／ ２( ) ； Ｌ１ ＝ ０．５ρｔａｎ σｓｉｎ σ ＋
ρｃｏｓ σ．

切削刃 ＩＶ 用矢量 ｒ ＩＶ( )

ｎ α ｆ( ) 表示，其在坐标系

Ｓｎ 中的表达式为

　 ｒ（ＩＶ）
ｎ α ｆ( ) ＝

ｘ（ＩＶ）
ｎ α ｆ( )

ｙ（ＩＶ）
ｎ α ｆ( )

ｚ（ＩＶ）
ｎ α ｆ( )

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

－ ｒｆｓｉｎ α ｆ ＋ ｅｆ( )

± ｒｆｃｏｓ α ｆ － ｌｆ( )

０
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 　 　 　 　 　 α ｆｍｉｎ ≤ α ｆ ≤ α ｆｍａｘ ． （４）
式中： α ｆ 为自变量参数； ｒｆ 为圆弧半径， ｅｆ，ｌｆ( ) 为

圆弧圆心在坐标系 ｘｎＯｎｙｎ 的坐标值．
在式（１） ～ （４）中，左侧法面齿廓的 ｙ（ ｉ）

ｎ ｔ( ) 取

上面的符号，右侧法面齿廓的 ｙ（ ｉ）
ｎ ｔ( ) 取下面的符号

（ ｉ ＝ Ｉ 时， ｔ ＝ α； 当 ｉ ＝ Ⅱ 时， ｔ ＝ α ｊ； 当 ｉ ＝ Ⅲ 时，
ｔ ＝τ； 当 ｉ ＝ ＩＶ 时， ｔ ＝ α ｆ） ．

３　 滚刀的齿面方程

３．１　 坐标系与坐标变换

如图 ５，分别建立固定坐标系 Ｓ０（Ｏ０ － ｘ０，ｙ０，ｚ０）
和活动坐标系 Ｓ１（Ｏ１ － ｘ１，ｙ１，ｚ１） 与滚刀固连． 坐标

轴 ｚ０ 和 ｚ１ 重合，为滚刀的旋转轴线． 活动坐标系

Ｓｐ（Ｏｐ － ｘｐ，ｙｐ，ｚｐ） 与齿条固连． 坐标轴 ｚｐ 与 ｚｎ 的夹

角为 β． ｕ 为坐标原点 Ｏｐ 和 Ｏｎ 在 ｚｎ 轴上的距离．
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图 ５　 展成过程
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　 　 在整个展成过程中，齿条刀具的节面和滚刀的

节圆柱始终保持相切接触． 滚刀绕回转轴线 ｚ１ 逆时

针旋转，旋转角速度为 ω１，同时齿条刀具将向左平

移，速度为 ｖｐ ． 当齿轮绕轴线旋转一个角度 ϕ１， 齿

条刀具将向左平移 ｒ１ϕ１ ．
根据坐标变换理论，坐标系 Ｓｎ 与 Ｓｐ 之间的坐标

变换矩阵为

Ｍｐｎ ｕ( ) ＝

１ ０ ０ ０
０ 　 ｃｏｓ β ｓｉｎ β ｕｓｉｎ β
０ － ｓｉｎ β ｃｏｓ β ｕｃｏｓ β
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

坐标系 Ｓｐ 与 Ｓ０ 之间的坐标变换矩阵为

Ｍ０ｐ ϕ１( ) ＝

ｃｏｓ ϕ１ － ｓｉｎ ϕ１ ０ ｒ１（ｃｏｓ ϕ１ ＋ϕ１ｓｉｎ ϕ１）
ｓｉｎ ϕ１ ｃｏｓ ϕ１ ０ ｒ１（ｓｉｎ ϕ１ －ϕ１ｃｏｓ ϕ１）

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

（６）
式中： ｒ１ 为齿轮的节圆半径； Ｍｐｎ 为坐标系 Ｓｎ 到 Ｓｐ

的变换矩阵， Ｍ０ｐ 为坐标系 Ｓｐ 到 Ｓ 的变换矩阵．
３．２　 啮合方程

设点 Ｍ 为啮合点，根据式（１） ～ （５）可以获得点

Ｍ 在坐标系 Ｓｐ 中的表达式为

ｒｐ ｕ，ｔ( ) ＝

ｘｐ ｕ，ｔ( )

ｙｐ ｕ，ｔ( )

ｚｐ ｕ，ｔ( )

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝ Ｍｐｎ ｕ( ) ｒ（ ｉ）ｎ ｔ( ) ，

　 　 　 　 　 　 ｉ ＝ Ｉ，ＩＩ，Ⅲ，ＩＶ( ) ． （７）
式中：当 ｉ ＝ Ｉ 时， ｔ ＝ α ； 当 ｉ ＝ Ⅱ 时， ｔ ＝ α ｊ； 当 ｉ ＝
Ⅲ 时， ｔ ＝ τ； 当 ｉ ＝ ＩＶ 时， ｔ ＝ α ｆ ．

啮合点 Ｍ 的法线可以在坐标系 Ｓｐ 表示为

ｎＭ
Ｐ ＝

∂ ｒｐ ｕ，ｔ( )

∂ｔ
×

∂ ｒｐ ｕ，ｔ( )

∂ｕ
＝

ｙ（ ｉ）
ｎ ′（ ｔ）

－ ｘ（ ｉ）
ｎ ′（ ｔ）ｃｏｓ β

ｘ（ ｉ）
ｎ ′（ ｔ）ｓｉｎ β

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

（８）
啮合点 Ｍ 的相对速度在坐标系 Ｓｐ 中表示为

ｖＭ０ｐ ＝ ｖｐ － ｖ ＝ ｖｐ － ω１ × ｒ１ ＝ ω１

ｒ１ϕ１ － ｙｐ（ｕ，ｔ）
ｘｐ（ｕ，ｔ）

０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

（９）

式中： ｖｐ 为啮合点随刀具齿条的移动速度， ｖｐ ＝
－ ｒ１ω １ ｊｐ； ｖ 为啮合点随齿轮的运动速度， ｖ ＝ － ω１ ×
ｒ１； ω１ ＝ － ω １ ｋｐ； ｒ１ ＝ ｒ１ ＋ ｘｐ（ｕ，ｔ）( ) ｉｐ ＋
－ ｒ１ϕ１ ＋ ｙｐ（ｕ，ｔ）( ) ｊｐ ＋ ｚｐ（ｕ，ｔ） ｋｐ ．

根据齿轮啮合原理，任意啮合点处的公法线与

相对速度方向垂直，其啮合方程可以在坐标系 Ｓｐ 中

表示为

Φ ｔ，ｕ，ϕ１( ) ＝ ｎＭ
ｐ ·ｖＭ

０ｐ ＝ ０． （１０）
　 　 将方程（８） 和（９） 代入方程（１０），可得

　 ｕ ＝
ｒ１ϕ１

ｓｉｎ β
－ ｙ（ ｉ）

ｎ （ ｔ）ｃｏｔ β －
ｘ（ ｉ）
ｎ （ ｔ）ｘ（ ｉ）

ｎ ′（ ｔ）
ｙ（ ｉ）
ｎ ′（ ｔ）

ｃｏｔ β ．

（１１）
式（１１）确定了齿条的移动距离参数 ｕ 和滚刀

的转角 ϕ１ 以及切削刃参数 ｔ 的关系．
３．３　 齿面方程

根据齿轮啮合原理，滚刀齿面可以用方程表示为

ｒ ｔ，ｕ，ϕ１( ) ＝ Ｍ０ｐ ϕ１( ) ｒｐ ｔ，ｕ( ) ，

Φ ｔ，ｕ，ϕ１( ) ＝ ｎＭ
ｐ ·ｖＭ

０ｐ ＝ ０．{ （１２）

将式（６），（７）和（１１） 代入式（１２）， 滚刀齿面方

程可以在坐标系 Ｓ１ 中表示为

ｒ ｔ，ϕ１( ) ＝

ｘ（ｉ）ｎ （ｔ）ｃｏｓ ϕ１ ＋
ｘ（ｉ）ｎ （ｔ）ｘ（ｉ）ｎ ′（ｔ）

ｙ（ｉ）ｎ ′（ｔ）
ｃｏｓ βｓｉｎ ϕ１ ＋ ｒ１ｃｏｓ ϕ１

ｘ（ｉ）ｎ （ｔ）ｓｉｎ ϕ１ －
ｘ（ｉ）ｎ （ｔ）ｘ（ｉ）ｎ ′（ｔ）

ｙ（ｉ）ｎ ′（ｔ）
ｃｏｓ βｃｏｓ ϕ１ ＋ ｒ１ｓｉｎ ϕ１

ｒ１ϕ１ｃｏｔ β －
ｙ（ｉ）ｎ （ｔ）
ｓｉｎ β

－
ｘ（ｉ）ｎ （ｔ）ｘ（ｉ）ｎ ′（ｔ）

ｙ（ｉ）ｎ ′（ｔ）
ｃｏｓ βｃｏｔ β

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 　 　 　 　 ｉ ＝ Ｉ，ＩＩ，Ⅲ，ＩＶ( ) ． （１３）

式中：当 ｉ ＝ Ｉ 时， ｔ ＝ α； 当 ｉ ＝Ⅱ 时， ｔ ＝ α ｊ； 当 ｉ ＝Ⅲ
时， ｔ ＝ τ； 当 ｉ ＝ ＩＶ 时， ｔ ＝ α ｆ ．

式（１３） 中齿面只有两个变量，切削刃参数和滚

刀的旋转角度，当给出两个变量的变化范围，即可获

得所需齿面．
将切削刃式（１） ～ （４）代入式（１３） ，即可得到

各切削刃展成得到的滚刀齿面方程

　 　 　 　 　 　 　 ｒ（Ｉ） α，ϕ１( ) ＝

－ ρｓｉｎ αｃｏｓ ϕ１ ± ρｃｏｓ α ｃｏｓ２βｓｉｎ ϕ１ ＋ ｒ１ｃｏｓ ϕ１

－ ρｓｉｎ αｓｉｎ ϕ１ ∓ ρｃｏｓ α ｃｏｓ２βｃｏｓ ϕ１ ＋ ｒ１ｓｉｎ ϕ１

ｒ１ϕ１ｃｏｔ β ∓ ρｃｏｓ αｓｉｎ β ∓
ｌａ

ｓｉｎ β
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

， （１４）
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ｒ（ＩＩ） α ｊ，ϕ１( ) ＝

－ ｒｊｓｉｎ α ｊ ＋ ｅｊ( ) ｃｏｓ ϕ１ ± ｒｊｓｉｎ α ｊ ＋ ｅｊ( ) ｃｏｔ α ｊｓｉｎ ϕ１ ＋ ｒ１ｃｏｓ ϕ１

－ ｒｊｓｉｎ α ｊ ＋ ｅｊ( ) ｓｉｎ ϕ１ ∓ ｒｊｓｉｎ α ｊ ＋ ｅｊ( ) ｃｏｔ α ｊ ｃｏｓ２βｃｏｓ ϕ１ ＋ ｒ１ｓｉｎ ϕ１

ｒ１ϕ１ｃｏｔ β ±
（ ｒｊｃｏｓ α ｊ － ｌｊ）

ｓｉｎ β
∓

ｒｊｓｉｎ α ｊ ＋ ｅｊ( ) ｃｏｔ α ｊ ｃｏｓ２β
ｓｉｎ β

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

， （１５）

ｒ（Ⅲ） τ，ϕ１( ) ＝

－ τｃｏｓ σ ＋ τ２

２ｐ
ｓｉｎ σ － Ｌ１ｓｉｎ σæ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ϕ１ ∓

τｃｏｓ σ ＋ τ２

２ｐ
ｓｉｎ σ － Ｌ１ｓｉｎ σæ

è
ç

ö

ø
÷

τ
ｐ
ｓｉｎ σ ＋ ｃｏｓ σæ

è
ç

ö

ø
÷

τ
ｐ
ｃｏｓ σ － ｓｉｎ σ

ｃｏｓ βｓｉｎ ϕ１ ＋ ｒ１ｃｏｓ ϕ１

－ τｃｏｓ σ ＋ τ２

２ｐ
ｓｉｎ σ － Ｌ１ｓｉｎ σæ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ϕ１ ±

τｃｏｓ σ ＋ τ２

２ｐ
ｓｉｎ σ － Ｌ１ｓｉｎ σæ

è
ç

ö

ø
÷

τ
ｐ
ｓｉｎ σ ＋ ｃｏｓ σæ

è
ç

ö

ø
÷

τ
ｐ
ｃｏｓ σ － ｓｉｎ σ

ｃｏｓ βｃｏｓ ϕ１ ＋ ｒ１ｓｉｎ ϕ１

ｒ１ϕ１ｃｏｔ β ±
τｓｉｎ σ ＋ τ２

２ｐ
ｃｏｓ σ － Ｌｃｏｓ σ ＋ ｌａ ＋ ０．５πｍｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓｉｎ β
±

τｃｏｓ σ － τ２

２ｐ
ｓｉｎ σ ＋ Ｌｓｉｎ σæ

è
ç

ö

ø
÷

τ
ｐ
ｓｉｎ σ ＋ ｃｏｓ σæ

è
ç

ö

ø
÷

τ
ｐ
ｃｏｓ σ － ｓｉｎ σ

ｃｏｓ βｃｏｔ β

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

（１６）

ｒ（ＩＶ） α ｆ，ϕ１( ) ＝

－ ｒｆｓｉｎ α ｆ ＋ ｅｆ( ) ｃｏｓ ϕ１ ± ｒｆｓｉｎ α ｆ ＋ ｅｆ( ) ｃｏｔ α ｆｓｉｎ ϕ１ ＋ ｒ１ｃｏｓ ϕ１

－ ｒｆｓｉｎ α ｆ ＋ ｅｆ( ) ｓｉｎ ϕ１ ∓ ｒｆｓｉｎ α ｆ ＋ ｅ
ｆ

( ) ｃｏｔ α
ｆ
ｃｏｓ２βｃｏｓ ϕ１ ＋ ｒ１ｓｉｎ ϕ１

ｒ１ϕ１ｃｏｔ β ±
（ ｒｆｃｏｓ α ｆ － ｌｆ）

ｓｉｎ β
∓

ｒｆｓｉｎ α ｆ ＋ ｅｆ( ) ｃｏｔ α ｆ ｃｏｓ２β
ｓｉｎ β

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （１７）

　 　 在式（１４） ～ （１７）中，当取上面的符号时，方程

为左侧齿面方程，当取下面的符号时，方程为右侧齿

面方程．

４　 滚刀精确实体建模与试制

４．１　 滚刀精确实体建模

通过给定的参数，逐一求解式（１４） ～ （１７），即
可获得滚刀的各个齿面． 通过编程运算，求解出轮

齿齿面上点的坐标，绘制图形，并将坐标点导入三维

建模软件，建立滚刀的实体模型，如图 ６ 所示．

图 ６　 滚刀实体模型

Ｆｉｇ．６　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｈｏｂ

　 　 滚刀的主要参数为：法面模数为 ６ ｍｍ，内孔直

径为 ４５ ｍｍ，外径为 １１０ ｍｍ，前角为 ０°，长度为

１４０ ｍｍ，容屑槽为 １２ 个，螺旋升角为 ３°１６′２５″，头数

为 １，旋向为右旋向．
　 　 根据滚刀模型，加工出的滚刀实体如图 ７ 所示．
４．２　 滚切试制

用图 ７ 中的滚刀进行滚削加工，如图 ８ 所示，获
得的分阶式四点接触齿轮副，如图 ９ 所示． 齿轮副的

主要参数如下：法面模数 ｍｎ ＝ ６ ｍｍ， 中心距 ａ ＝
１３０ ｍｍ， 小齿轮齿数 ｚ１ ＝ ６，大齿轮齿数 ｚ２ ＝ ３０，传

动比 ｉ ＝ ５，螺旋角 β ＝ ３３°４９′１９′′，齿宽 Ｂ ＝ ８０ ｍｍ．

图 ７　 滚刀实体

Ｆｉｇ．７　 Ｉｍａｇｅ ｏｆ ｈｏｂ
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图 ８　 滚齿加工

Ｆｉｇ．８　 Ｈｏｂｂｉｎｇ

图 ９　 分阶式四点接触齿轮副

Ｆｉｇ．９　 Ｆｏｕｒ⁃ｐｏｉｎｔ ｃｏｎｔａｃｔ ｇｅａｒｓ ｗｉｔｈ ｌａｄｄｅｒ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｅｅｔｈ

４．３　 接触印痕检验

将图 ９ 中的齿轮装配到齿轮箱中，如图 １０
所示．

图 １０　 齿轮装配

Ｆｉｇ．１０　 Ｇｅａｒ ａｓｓｅｍｂｌｙ

　 　 齿轮副装配完成之后，将大小齿轮的轮齿表面

清洗干净，把小齿轮的轮齿表面均匀地涂上红丹粉，
旋转小齿轮轴，检查轮齿的接触情况，如图 １１ 和

图 １２所示． 对于 ８ 级精度的齿轮传动， 在齿高方向

上接触线的位置偏差不超过 ０．２５ｍｎ， 在整个齿长方

向上不少于工作齿长的 ８５％． 从齿面的接触区域可

以看出，装配后的齿轮副在齿长方向上的接触不少

于工作齿长的 ９０％；在齿高方向上，能保证在理论

的接触线位置接触，由于加工误差和装配误差的存

在，在齿高方向上有一定的位置偏差，约 ０．５ ｍｍ．

理论
接触
迹线

图 １１　 小齿轮接触印痕

Ｆｉｇ．１１　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｐａｔｔｅｒｎ ｏｆ ｐｉｎｉｏｎ

理论
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迹线

图 １２　 大齿轮接触印痕

Ｆｉｇ．１２　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｐａｔｔｅｒｎ ｏｆ ｇｅａｒ

５　 结　 论

１）提出了分阶式多点接触齿轮传动，轮齿的啮

合齿面分为上啮合面和下啮合齿面，在多个点同时

接触，并且为凹凸接触，具有承载能力大、重合度高

等特点；
２）设计了分阶式四点接触齿轮的基本齿形，

上、下啮合面的基本齿廓分别为圆弧和抛物线曲线，
基本齿廓啮合时有 ４ 个接触点，采用圆弧曲线作为

过渡曲线；
３） 建立了滚刀的数学模型，推导了滚刀的齿面

方程，构建了滚刀的精确实体模型，加工获得了滚刀

实体；
４） 开展了滚切试制，获得了分阶式四点接触的

齿轮副，进行了接触印痕验证，满足设计要求，为后

续的齿轮磨削加工及承载能力试验等进一步研究提

供了基础；
５） 分阶式四点接触齿轮继承了多对曲线接触

的特性，其齿面形成方法适用于其他分阶式多点接

触齿轮，具有广阔的工程应用前景．
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ａｃｔｉｖｅ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｅｄｇｅ ｃｏｎｔａｃｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｆａｃｅ ｇｅａｒ ｄｒｉｖｅｓ ｗｉｔｈ
ｈｅｌｉｃａｌ ｐｉｎｉｏｎ ［Ｊ ／ ＯＬ］． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ Ｓｙｓｔｅｍｓ，
２０１９． ｈｔｔｐ： ／ ／ ｋｎｓ． ｃｎｋｉ． ｎｅｔ ／ ｋｃｍｓ ／ ｄｅｔａｉｌ ／ １１． ５９４６． ｔｐ． ２０１９０５３１．
０９３５．００２．ｈｔｍｌ

［１４］张西金， 蒋进科， 贾超， 等． 圆弧齿廓刀具及齿向鼓形的斜齿

轮拓扑修形 ［Ｊ］ ． 机械传动， ２０１８， ４２（１）： ７
ＺＨＡＮＧ Ｘｉｊｉｎ， ＪＩＡＮＧ Ｊｉｎｋｅ， ＪＩＡ Ｃｈａｏ， ｅｔ ａｌ． Ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｍｏｄｉｆｉｃａ⁃
ｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｈｅｌｉｃａｌ ｇｅａｒ ｗｉｔｈ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｏｏｔｈ ｐｒｏｆｉｌｅ ｉｎ ｇｅａｒ ｃｕｔｔｅｒ ａｎｄ
ｔｏｏｔｈ ｄｒｕｍ⁃ｓｈａｐｅｄ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ， ２０１８，
４２（１）： ７． ＤＯＩ：１０．１６５７８ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．１００４．２５３９．２０１８．０１．００２

［１５］ＣＨＥＮ Ｙａｎｇｚｈｉ， ＤＩＮＧ Ｊｉａｎｇ， ＬＶ Ｙｕｅｌｉｎｇ． Ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ａ ｐｏｌｙｈｅｄｒａｌ
ｈｅｌｉｘ ｃｕｒｖｅ ｍｅｓｈｉｎｇ ｒｅｄｕｃｅｒ ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｄｅｓｉｇｎ，
２０１４， １３６（４）： ０４４５０３－１． ＤＯＩ：１０．１１１５ ／ １．４０２６５７１

［１６］ＣＨＥＮ Ｙａｎｇｚｈｉ， ＬＶ Ｙｕｅｌｉｎｇ， ＤＩＮＧ Ｊｉａｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｄｅ⁃
ｓｉｇｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｐａｃｅ ｃｕｒｖｅ ｍｅｓｈｉｎｇ ｓｋｅｗ ｇｅａｒ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ［ Ｊ］ ．
Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｎｄ Ｍａｃｈｉｎｅ Ｔｈｅｏｒｙ， ２０１３， ７０： １７５． ＤＯＩ：１０．１０１６ ／ ｊ．
ｍｅｃｈｍａｃｈｔｈｅｏｒｙ．２０１３．０７．００４

［１７］陈兵奎， 梁栋， 高艳娥． 齿轮传动共轭曲线原理 ［Ｊ］ ． 机械工程

学报， ２０１４， ５０（１）： １３０
ＣＨＥＮ Ｂｉｎｇｋｕｉ， ＬＩＡＮＧ Ｄｏｎｇ， ＧＡＯ Ｙａｎｅ． ｔｈｅ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｃｏｎｊｕ⁃
ｇａｔｅ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｇｅａｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｅｎｇｉ⁃
ｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１４， ５０（１）： １３０． ＤＯＩ：１０．３９０１ ／ ＪＭＥ．２０１４．０１．１３０

［１８］陈兵奎， 高艳娥， 梁栋． 共轭曲线齿轮齿面的构建 ［Ｊ］ ． 机械工

程学报， ２０１４， ５０（３）： １０
ＣＨＥＮ Ｂｉｎｇｋｕｉ， ＧＡＯ Ｙａｎｅ， ＬＩＡＮＧ Ｄｏｎｇ． Ｔｏｏｔｈ ｐｒｏｆｉｌｅ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ
ｏｆ ｃｏｎｊｕｇａｔｅ⁃ｃｕｒｖｅ ｇｅａｒｓ ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，
２０１４， ５０（３）： １０． ＤＯＩ：１０．３９０１ ／ ＪＭＥ．２０１４．０３．０１８

［１９］ＴＡＮ Ｒｕｌｏｎｇ， ＣＨＥＮ Ｂｉｎｇｋｕｉ， ＰＥＮＧ Ｃｈａｎｇｙａｎ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｕｄｙ ｏｎ
ｓｐａｔｉａｌ ｃｕｒｖｅ ｍｅｓｈｉｎｇ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ ｓｐｉｒａｌ ｂｅｖｅｌ
ｇｅａｒｓ ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｎｄ Ｍａｃｈｉｎｅ Ｔｈｅｏｒｙ， ２０１５， ８６： １７２． ＤＯＩ：
１０．１０１６ ／ ｊ．ｍｅｃｈｍａｃｈｔｈｅｏｒｙ．２０１４．１１．０２３

［２０］ＲＡＧＨＵＷＡＮＳＨＩ Ｎ Ｋ， ＰＡＲＥＹ Ａ． Ｍｅｓｈ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｏｆ
ｃｒａｃｋｅｄ ｓｐｕｒ ｇｅａｒ ｂｙ ｐｈｏｔｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ［ Ｊ］ ． Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ，
２０１５， ７３： ４３９． ＤＯＩ：ｏｒｇ ／ １０．１０１６ ／ ｊ．ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ．２０１５．０５．０３５

［２１］ＧＡＯ Ｙａｎｅ， ＣＨＥＮ Ｂｉｎｇｋｕｉ， ＬＩＡＮＧ Ｄｏｎｇ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ
ｈｏｂｓ ｆｏｒ ｃｏｎｊｕｇａｔｅ⁃ｃｕｒｖｅ ｇｅａｒｓ ｈａｖｉｎｇ ｔｈｒｅｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｐｏｉｎｔｓ ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１５， ２２９ （ １３）： ２４０２．
ＤＯＩ：１０．１１７７ ／ ０９５４４０６２１４５５８６７４．

（编辑　 杨　 波）

·１８·第 ７ 期 高艳娥， 等： 分阶式四点接触齿轮的滚刀齿面设计


