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悬索桥桁架加劲梁动力等效成等截面欧拉梁方法
祝卫亮， 葛耀君

（土木工程防灾国家重点实验室（同济大学）， 上海 ２０００９２）

摘　 要： 针对悬索桥桁架加劲梁在数值计算、模型设计中简化问题，基于单独桁架加劲梁动力特性分析结果，以竖弯、侧弯、扭
转基频相等为原则，推导并给出了不同边界条件（悬臂和两端固结）对应等截面欧拉梁等效质量惯性矩，等效抗弯刚度和等效

抗扭刚度简化计算公式，然后将该计算式应用于某主跨 ５７６ ｍ 板桁结合梁悬索桥加劲梁等效分析． 结果表明：基于动力特性

等效方法非常简单有效；所有基于欧拉梁的等效方法均存在无法考虑桁架梁抗剪性能的缺点，越长的桁架加劲梁越接近纯弯

欧拉梁，悬臂边界的桁架梁比两端固结的桁架梁更接近欧拉梁，在等效悬索桥桁架加劲梁时应选用尽量长的精细化桁架梁段

和悬臂式的约束边界条件．
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　 　 悬索桥是当今大跨度桥梁中跨越能力最大的桥

型，其加劲梁可以采用钢箱梁和钢桁架梁． 钢桁架

梁具有整体刚度大、抗风性能好、空间高度大、方便

布置双层交通等优点，是悬索桥中常用的加劲梁形

式，例如，在主跨 １ ９９１ ｍ 的日本明石海峡大桥、主
跨１ ３７７ ｍ的香港青马大桥、主跨 １ ２８０ ｍ 的美国金

门大桥均能看到钢桁架加劲梁的身影． 钢桁架加劲

梁的等效是工程中经常遇到的问题． 一方面，大跨

度悬索桥桁架加劲梁中杆件众多，上下桥面混凝土

或加劲钢板的铺层常作为受力结构，Ｕ 型肋、Ｉ 型肋

等细节众多，采用有限元模拟存在大量的单元节点，
计算量巨大，计算结果冗杂（如全桥模态中出现大

量加劲梁局部振型），不利于设计优化的进行． 单主

梁或双主梁鱼骨模型在悬索桥分析中形式简洁、高
效，被广泛使用，桁架加劲梁简化为单主梁则需要等

效． 另一方面，悬索桥全桥气弹模型试验抗风性能

研究中加劲梁的刚度和质量采用芯梁来模拟，芯梁

可为等截面钢材或铝材制成，可视为经典的欧拉梁，
芯梁截面尺寸依据等效计算的截面抗弯刚度和抗扭

刚度参数．
悬索桥中，全桥的竖向刚度主要由主缆提供，加

劲梁起着支撑桥面系，传递车辆及人行荷载的作用，
对于竖向刚度的贡献较小． 悬索桥施工中首先架设

主缆，加劲梁逐节拼装，这样的施工过程也决定了悬

索桥的加劲梁承受较小的弯矩，即使为构件较多的



桁架梁，加劲梁变形时也可近似假设满足平截面假

定，采用等截面欧拉梁对其进行模拟是合理的．
钢桁架加劲梁等效为欧拉梁中刚度等效分为抗

弯刚度和抗扭刚度，抗弯刚度分竖弯方向和侧弯方

向，不过两方向抗弯刚度计算方法相同． 基于悬臂

梁的静力位移相等原则被广泛使用［１－３］，此处称为

悬臂静力法． 悬臂静力法选取部分长度桁架加劲梁

建模，一端施加固结约束，另一端则是自由的，且施

加集中荷载（计算抗弯刚度加集中力，抗扭刚度加

集中扭矩），通过有限元程序计算等到位移响应． 对

比悬臂梁在自由端集中荷载作用下位移响应计算公

式，反算出等效梁抗弯惯性矩和扭转惯性矩． 悬臂

静力法形式简单，边界条件施加方便，被多数桁架梁

等效建模所采用． 但是，其计算方法上存在以下不

足：１）在计算扭转刚度时，需要施加一个扭矩，不太

方便于有限元计算；２）扭转作用下扭转角的计算需

要确定合理的扭心，这需要细心选择［４］；３）在悬臂

端加载点附近存在较大的局部变形，在许多算例中

均采用加补偿段和多点挠度拟合的方式来消除局部

变形的影响［４］；４）计算结果只有等效刚度参数，没
有等效梁的质量参数，无法直接用于悬索桥的动力

响应分析，质量参数还需通过其他途径获得．
除了悬臂静力法，文献［５－６］提出基于能量相

等原则的等效方法，推导了板桁结合型加劲梁主桁

架腹杆和下平联的连续化等效板厚计算公式，根据

板桁结合型加劲梁的弯曲与扭转受力特点分别构造

了相应的连续化等效截面，该方法计算较为复杂．
桁架加劲梁质量等效包括等效质量和等效质量

惯性矩． 等效质量通过求和自重作用下的支座反力

便可计算得到，求解比较简单． 等效质量惯性矩若

按质量惯性矩定义直接对截面杆件和板进行积分计

算过程繁琐，且不同截面质心位置存在变化，增加了

计算难度，在文献［７－８］中给出一种基于均匀附加

扭转质量惯性矩前后结构扭转频率的变化计算钢桁

梁扭转质量惯性矩的方法，并基于有限元离散后的

代数控制方程给出了理论解释，该方法简单有效．
针对静力悬臂法中的不足之处，本文首先给出

欧拉梁在悬臂和两端固结两种约束条件下，基于连

续偏微分控制方程得到的自振频率计算公式；然后，
利用该公式直接得到等效抗弯、抗扭参数计算表达

式，并对文献［７－８］中等效质量惯性矩计算方法给

出更直接的理论解释，同时利用该方法计算等效质

量惯性矩；然后，针对某桁架加劲梁悬索桥，对比了

本文方法与悬臂静力法的计算结果；最后将本方法

应用于不同长度的桁架加劲梁等效，分析了在原理

上采用欧拉梁等效桁架加劲梁存在的问题．

１　 等截面欧拉梁基频

桁架加劲梁精细化建模中施加等效的等截面梁

的铰接边界条件比较困难，而固结和自由边界则比

较容易，因此本文对两端固结以及悬臂式等截面欧

拉梁动力特性进行理论分析． 等截面梁欧拉梁与相

应等效桁架加劲梁如图 １ 所示，在具有同样的动力

特性情况下，等截面梁具有以下参数：面积 Ａ （此处

只用于计算质量，不考虑轴向刚度），截面竖向抗弯

惯性矩 Ｉｚｚ， 截面侧向抗弯惯性矩 Ｉｗ， 截面抗扭惯性

矩 Ｉｔ， 截面扭转质量惯性矩 Ｉｘ， 密度 ρ， 长度 Ｌ．

L

w

x

（ａ）等截面梁欧拉梁

x

w L

（ｂ）桁架加劲梁

图 １　 等截面梁欧拉梁与相应等效桁架加劲梁示意图
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１．１　 弯曲振型基频

忽略梁的轴向变形，无限自由度欧拉梁竖向自

由振动时控制方程［８］为

ρＡ ∂２ｗ（ｘ，ｔ）
∂ｔ２

＋ ＥＩ ∂
４ｗ（ｘ，ｔ）
∂ｘ４

＝ ０． （１）

式中： Ｅ 为材料弹性模量， ρ 为材料密度．
模态分析中考虑 ｗ 为简谐振动，可以利用分离

变量法分解为只与时间有关项和只与坐标有关项的

乘积，即
ｗ（ｘ，ｔ） ＝ ϕ（ｘ）Ｙ（ ｔ） ． （２）

式中： ϕ（ｘ） 为振型， Ｙ（ ｔ） 可假设为简谐振动 Ｙ（ ｔ）＝
ｓｉｎ ωｔ， 其中 ω 即为自振圆频率．

将式（２）代入式（１），可以得到

ϕ‴（ｘ） － ω２ρＡ
ＥＩ

ϕ（ｘ） ＝ ０． （３）

　 　 ϕ（ｘ） 的通解为

ϕ（ｘ） ＝ Ａ１ｃｏｓ ａｘ ＋ Ａ２ｓｉｎ ａｘ ＋ Ａ３ｃｏｓｈ ａｘ ＋ Ａ４ｓｉｎｈ ａｘ，
（４）

其中 ａ４ ＝ ω２ρＡ
ＥＩ

．

梁两端固结时，即
ϕ（０） ＝ ０，ϕ′（０） ＝ ０，ϕ（Ｌ） ＝ ０，ϕ′（Ｌ） ＝ ０，
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ú
ú

．

（５）
为了使得关于 Ａｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 的方程存在非 ０

解，系数矩阵的行列式为 ０，即得

２ａ２（１ － ｃｏｓ ａＬ·ｃｏｓｈ ａＬ） ＝ ０． （６）
　 　 对此特征值问题，求解非线性方程根可以得到

ａ１Ｌ ＝ ４．７３０ １， 由此得到单一截面梁的两端固结弯

曲基频为

ｆｂ ＝ ω
２π

＝ ３．５６１ ＥＩ
ρＡＬ４ ． （７）

　 　 对于悬臂梁，一端固结、一端自由的方式，边界

条件为 ϕ（０） ＝ ０，ϕ′（０） ＝ ０，ϕ‴（Ｌ） ＝ ０，ϕ″″（Ｌ） ＝ ０，
具体频率和振型推导过程在文献［８］中有详细介

绍，此处只呈现结果：

ｆｂ ＝ ω
２π

＝ ０．５５９ ５ ＥＩ
ρＡＬ４ ． （８）

　 　 式（７）、（８）分别适用于竖弯和侧弯频率等效，
其中竖弯时 Ｉ ＝ Ｉｚｚ， 侧弯时 Ｉ ＝ Ｉｙｙ ．
１．２　 扭转振型基频

无限自由度梁扭转位移 θ 振动控制方程［９］为

Ｉｘ
∂２θ（ｘ，ｔ）

∂ｔ２
＝ ＧＩｔ

∂２θ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２ ． （９）

式中： Ｇ 为剪切模量， 各项同性材料中取 Ｇ ＝
Ｅ

２（１ ＋ ν）
；ν 为泊松比； Ｉｔ 为抗扭惯性矩； Ｉｘ 为扭转

质量 惯 性 矩， 圆 形 截 面 等 简 单 截 面 可 取 为

ρ Ｉｙｙ ＋ Ｉｚｚ( ) ， 桁架加劲梁中需采用另外方法计算．
同样假设自由振动时 θ 可以利用分离变量法分

解为只与时间有关项和只与坐标有关项的乘积，即
θ（ｘ，ｔ） ＝ ϕ（ｘ）Ｙ（ ｔ） ． （１０）

式中： ϕ（ｘ） 为振型； Ｙ（ ｔ） 假设为简谐振动 Ｙ（ ｔ） ＝
ｓｉｎ ωｔ， 其中 ω 为自振圆频率．

将式（１０）代入式（９）可得

ϕ″（ｘ） ＋
Ｉｘω２

ＧＩｔ
ϕ（ｘ） ＝ ０． （１１）

　 　 ϕ（ｘ） 的通解为

ϕ（ｘ） ＝ Ａ１ｃｏｓ βｘ ＋ Ａ２ｓｉｎ βｘ． （１２）

式中 β２ ＝
ω２Ｉｘ
ＧＩｔ

． 两端固结情况对应 φ（０） ＝ ０，φ（Ｌ） ＝

０， 即

１ ０
ｃｏｓ βＬ ｓｉｎ βＬ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ａ１

Ａ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

０
０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１３）

　 　 要使得 Ａ１，Ａ２ 存在非 ０ 解，即 ｓｉｎ βＬ ＝ ０． 易得

β１Ｌ ＝ π， 由此得到单一截面梁两端固结扭转基频为

ｆｔ ＝ ０．５
ＧＩｔ
ＩｘＬ２ ． （１４）

　 　 对于悬臂梁，一端固结一端自由的方式，边界条

件为扭转边界为 ϕ（０） ＝ ０， ϕ′（Ｌ） ＝ ０， 即

１ ０
－ ｓｉｎ βＬ ｃｏｓ βＬ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ａ１

Ａ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

０
０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１５）

得到 ｃｏｓ βＬ ＝ ０， 则有 β１Ｌ ＝ π
２
． 由此特征值可得一

端固结一端自由梁扭转频率为

ｆｔ ＝ ０．２５
ＧＩｔ
ＩｘＬ２ ． （１６）

　 　 扭转和弯曲基频与扭转和弯曲刚度及质量的关

系见表 １．
表 １　 等截面欧拉梁动力特性公式汇总

Ｔａｂ．１　 Ｆｏｒｍｕｌａｓ ｆｏｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｅｃｔｉｏｎ
Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ

边界条件 弯曲频率 扭转频率

两端固结 ３．５６１
ＥＩ

ρＡＬ４
１
２

ＧＩｔ
ＩｘＬ２

悬臂 ０．５５９ ５
ＥＩ

ρＡＬ４
１
４

ＧＩｔ
ＩｘＬ２

　 　 从表 １ 可以看出，扭转频率对两端固结或悬臂

情况均有 ｆｔ 反比于 Ｉｘ ， 设系数为 ｋ， 若给扭转质量

惯性矩一个增量 ΔＩ 时，有

ｆｔ１ ＝ ｋ １
Ｉｘ

，

ｆｔ２ ＝ ｋ １
Ｉｘ ＋ ΔＩ

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１７）

由式（１７）可得

Ｉｘ ＝ ΔＩ
ｆ２ｔ２

ｆ２ｔ１ － ｆ２ｔ２
， （１８）

此结果与文献［８］结果相一致．

２　 等效计算方法

根据上述推导的单截面欧拉梁频率和刚度表

达，提出等效计算方法如下． 桁架加劲梁每延米质

量通过计算自重下支座反力或者设计给定，作为输

入参数 ｍ 和密度 ρ 一起给定，用于计算等效欧拉梁

的截面积． 在桁架加劲梁等效为等截面欧拉梁计算

中，首先，选取某长度桁架精细化模型进行动力特性

分析，动力特性分析分两次，第二次相比于第一次，给
桁架加劲梁增加扭转质量惯性矩一个增量 ΔＩ． 通过

动力特性分析，可得到以下 ４ 个参数： ｆｂｖ， 原桁架加

劲梁精细化模型一阶竖弯频率； ｆｂｌ， 原桁架加劲梁精
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细化模型一阶侧弯频率； ｆｔ１， 原桁架加劲梁精细化模

型一阶扭转频率； ｆｔ２， 增加扭转质量惯性矩之后桁架

加劲梁精细化模型一阶扭转频率． 其中，精细化桁架

加劲梁可选择两端固结或者悬臂式约束方式． 等效等

截面欧拉梁方法以这 ４ 个参数作为输入，代入表 ２ 对

应公式即可得到等效质量和刚度参数．
表 ２　 桁架加劲梁等效等截面欧拉梁截面计算公式

Ｔａｂ．２　 Ｆｏｒｍｕｌａｓ ｆｏｒ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｅｃｔｉｏｎ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｏｆ ｔｒｕｓｓ ｇｉｒｄｅｒ

边界条件 Ａ Ｉｘ Ｉｔ Ｉｙｙ Ｉｚｚ

两端固结 ｍ ／ ρ ΔＩ
ｆ２ｔ２

ｆ２ｔ１ － ｆ２ｔ２

４ｆ２ｔ１ ＩｘＬ２

Ｇ
ｆ２ｂｌρＡＬ４

３．５６１２Ｅ
ｆ２ｂｖρＡＬ４

３．５６１２Ｅ

悬臂式 ｍ ／ ρ ΔＩ
ｆ２ｔ２

ｆ２ｔ１ － ｆ２ｔ２

１６ｆ２ｔ１ ＩｘＬ２

Ｇ
ｆ２ｂｌρＡＬ４

０．５５９ ５２Ｅ
ｆ２ｂｖρＡＬ４

０．５５９ ５２Ｅ

３　 数值仿真分析

３．１　 基频公式数值验证

表 １ 结果为本文等效方法的基础，尤以其中两

端固结梁结果较少见于文献，为验证理论分析得到

的单截面欧拉梁频率和截面特性的公式关系，采用

有限元手段和理论公式，给以相同的截面特性输入，
对比两者结果． 本文选取 Ｌ ＝ ２０ ｍ，Ｅ ＝ １．０×１０８ Ｐａ，
ρ ＝ １．０×１０３ ｋｇ ／ ｍ３ 两端固结不同截面（宽为 ３ ｍ，高
从 ０．１ ｍ 变化到 ２．９ ｍ 的矩形截面）的梁段，有限元

模拟采用通用有限元软件 ＡＮＳＹＳ 中 ｂｅａｍ４ 单元进

行计算，截面特性和有限元计算得到的基频结果列

于表 ３，有限元与理论公式计算得到频率结果对比

如图 ２ 所示，从图 ２ 可以看出式（７）和式（１４）与

ＡＮＳＹＳ 计算结果符合很好．
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图 ２　 不同截面参数有限元和理论计算频率结果对比

Ｆｉｇ．２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ

ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒｏｓｓ

ｓｅｃｔｉｏｎｓ

３．２　 某主跨 ５７６ ｍ 悬索桥的板桁加劲梁等效

桁架加劲梁等效欧拉梁的主要工作量在于建立

一段（无需整跨）精细化的加劲梁有限元模型，计算

得到各模态的自振频率，以及添加附加扭转质量惯

性矩后的扭转振动基频． 本算例中等效对象为某主

跨 ５７６ ｍ 悬索桥的板桁加劲梁，全桥立面图如图 ３
所示． 该加劲梁为正交异性钢桥面与钢桁梁结合的

板桁结合形式，全宽 ３０．１ ｍ，双片主桁为华伦式，并
带有斜杆，节间长度 １４．４ ｍ． 加劲梁断面如图 ４ 所

示． 以此加劲梁节间桁架形式进行扩展，采用通用

有限 元 软 件 ＡＮＳＹＳ 进 行 建 模， 上 下 桥 面 采 用

ＳＨＥＬＬ６３ 单元，并准确模拟出 Ｕ 型肋与 Ｉ 型肋，桁
架杆件采用 ＢＥＡＭ１８８ 单元模拟，分别建立长度为

１４４、２８８、４３２、５７６ ｍ 跨径的板桁结合梁精细化有限

元模型． 以 ２８８ ｍ 跨径为例，有限元模型如图 ５
所示．
表 ３　 不同截面两端固结梁有限元截面输入参数和对应竖

向及扭转频率计算结果

Ｔａｂ．３　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｉｎｐｕｔ ｓｅｃｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｅｎｄ ｆｉｘｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｓｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｖｅｒｔｉｃａｌ ａｎｄ ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

Ａ ／ ｍ２ Ｉｙｙ ／ ｍ４ Ｉｚｚ ／ ｍ４ Ｉｔ ／ ｍ４ 一阶竖向

频率 ／ Ｈｚ
一阶扭转

频率 ／ Ｈｚ

０．３ ０．２２５ ０．０００ ３ ０．００１ ０．０８２ ０．３２６
０．６ ０．４５０ ０．００２ ０ ０．００８ ０．１６４ ０．６４９
０．９ ０．６７５ ０．００６ ８ ０．０２６ ０．２４５ ０．９６３
１．２ ０．９００ ０．０１６ ０ ０．０６１ ０．３２６ １．２６６
１．５ １．１２５ ０．０３１ ３ ０．１１６ ０．４０７ １．５５６
１．８ １．３５０ ０．０５４ ０ ０．１９６ ０．４８８ １．８３３
２．１ １．５７５ ０．０８５ ８ ０．３０３ ０．５６８ ２．０９６
２．４ １．８００ ０．１２８ ０ ０．４４０ ０．６４７ ２．３４４
２．７ ２．０２５ ０．１８２ ３ ０．６０９ ０．７２６ ２．５７８
３．３ ２．４７５ ０．３３２ ８ １．０５０ ０．８８２ ３．００１
３．９ ２．９２５ ０．５４９ ３ １．６３４ １．０３４ ３．３６５
４．５ ３．３７５ ０．８４３ ８ ２．３６１ １．１８２ ３．６７２
５．１ ３．８２５ １．２２８ ３ ３．２２９ １．３２６ ３．９２３
５．７ ４．２７５ １．７１４ ８ ４．２２９ １．４６６ ４．１２４
６．３ ４．７２５ ２．３１５ ３ ５．３５０ １．６０１ ４．２７８
６．９ ５．１７５ ３．０４１ ８ ６．５７９ １．７３０ ４．３９２
７．５ ５．６２５ ３．９０６ ３ ７．９０３ １．８５５ ４．４６９
８．１ ６．０７５ ４．９２０ ８ ９．３１１ １．９７５ ４．５１６
８．７ ６．５２５ ６．０９７ ３ １０．７９０ ２．０９０ ４．５３８
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图 ３　 某板桁结合梁主跨 ５７６ ｍ 悬索桥立面图（ｃｍ）
Ｆｉｇ．３　 Ｅｌｅｖａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｐｌａｔｅ⁃ｔｒｕｓｓ ｇｉｒｄｅｒ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ｗｉｔｈ ｍａｉｎ ｓｐａｎ ｏｆ ５７６ ｍ （ｃｍ）
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图 ４　 板桁结合梁横断面（ｍｍ）
Ｆｉｇ．４　 Ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ⁃ｔｒｕｓｓ ｇｉｒｄｅｒ （ｍｍ）

（ａ）正视图

（ｃ）俯视图

（ｂ）侧视图

（ｄ）立体图

图 ５　 精细化板桁结合梁 ２８８ ｍ 跨径有限元模型

Ｆｉｇ．５　 Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｄｅｌｉｃａｔｅ ｐｌａｔｅ⁃ｔｒｕｓｓ ｇｉｒｄｅｒ ｗｉｔｈ ｓｐａｎ ｏｆ ２８８ ｍ

·１２·第 ９ 期 祝卫亮， 等： 悬索桥桁架加劲梁动力等效成等截面欧拉梁方法



　 　 针对这 ４ 种跨径精细化板桁结合梁，共计算 ２０
个工况：１）４ 种跨径在悬臂式边界条件下计算动力

特性工况 ４ 个；２）４ 种跨径在悬臂式边界条件，同时

在桁架的节点上施加共 ５．０×１０５ ｋｇ·ｍ２ ／ ｍ 的附加

扭转质量惯性矩，计算动力特性工况 ４ 个；３）４ 种跨

径在悬臂式边界条件下，在自由端施加共 １０５ Ｎ 的

集中竖向荷载，计算静力响应工况 ４ 个；４）４ 种跨径

在悬臂式边界条件下，在自由端施加共 １０５ Ｎ 的集

中侧向荷载，计算静力响应工况 ４ 个；５）４ 种跨径在

两端固结边界条件下，计算动力特性工况 ４ 个．
其中工况组 １）和工况组 ２）分别对应的 ４ 组工

况可用于求解等效扭转惯性矩，等效质量直接通过

模型参数得到，计算结果见表 ４． 在获取等效质量和

等效惯性矩之后，由工况组 １）和工况组 ５）中的 ８ 个

工况，根据表 ２ 中对应公式可以计算得到等效竖弯、
侧弯抗弯惯性矩及抗扭惯性矩，计算结果见表 ５、６．
以 ２８８ ｍ 跨径为例，其两端固结和悬臂式边界下一

阶竖弯、侧弯、扭转振型如图 ６、７ 所示．
表 ４　 质量及质量惯性矩等效结果

Ｔａｂ．４　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍａｓｓ ａｎｄ ｍａｓｓ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ

精细化建模梁段长度 ／ ｍ 每延米质量 ／ （１０４ ｋｇ·ｍ－１） 一阶扭频 ／ Ｈｚ 一阶扭频（加质量惯性矩） ／ Ｈｚ 质量惯性矩 ／ （１０６ ｋｇ·ｍ２ ／ ｍ）

１４４ ２．００５ ５ １．４１８ ９５ １．２４９ ０６ １．７２０ ９

２８８ １．９９５ ７ ０．７１０ ５８ ０．６２６ ８７ １．７５５ ０

４３２ １．９９２ ５ ０．４７３ ０５ ０．４１７ ４２ １．７５８ ６

５７６ １．９９０ ８ ０．３５４ ２６ ０．３１２ ７６ １．７６６ ７

表 ５　 不同长度板桁结合梁精细化模型悬臂式动力特性及等效结果汇总

Ｔａｂ．５　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ａｎｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｂｅａｍ ｆｏｒ ｄｅｌｉｃａｔｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅ⁃ｔｒｕｓｓ ｇｉｒｄｅｒ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｅｎｇｔｈｓ

长度 ／ ｍ 一阶竖弯频率 ／ Ｈｚ 竖弯刚度惯性矩 Ｉｚｚ ／ ｍ４ 一阶侧弯频率 ／ Ｈｚ 侧弯刚度惯性矩 Ｉｚｚ ／ ｍ４ 一阶扭转频率 ／ Ｈｚ 抗扭惯性矩 Ｉｔ ／ ｍ４

１４４ ０．４１４ ２７ ２３．０６１ ４ ０．８９７ ０１ １０８．１２１ ８ １．４１８ ９５ １４．５８０ ２

２８８ ０．１１３ １４ ２７．３８６ ９ ０．２３４ ９３ １１８．０８３ ２ ０．７１０ ５８ １４．９１５ ５

４３２ ０．０５１ ２３ ２８．３８１ ０ ０．１０５ ４４ １２０．２２３ ７ ０．４７３ ０５ １４．９０３ ６

５７６ ０．０２９ ０２ ２８．７５８ ０ ０．０５９ ５３ １２１．０１３ ９ ０．３５４ ２６ １４．９２７ ５

表 ６　 不同长度板桁结合梁精细化模型两端固结动力特性及等效结果汇总

Ｔａｂ．６　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ａｎｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｂｅａｍ ｆｏｒ ｄｅｌｉｃａｔｅ ｔｗｏ⁃ｅｎｄ ｆｉｘｅｄ ｐｌａｔｅ⁃ｔｒｕｓｓ ｇｉｒｄｅｒ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｅｎｇｔｈｓ

长度 ／ ｍ 一阶竖弯频率 ／ Ｈｚ 竖弯刚度惯性矩 Ｉｚｚ ／ ｍ４ 一阶侧弯频率 ／ Ｈｚ 侧弯刚度惯性矩 Ｉｚｚ ／ ｍ４ 一阶扭转频率 ／ Ｈｚ 抗扭惯性矩 Ｉｔ ／ ｍ４

１４４ １．５５９ ９ ８．１４５ ０ ４．２３０ ２４ ５９．９００ ２ ２．７７９ ６０ １３．９８７ ３

２８８ ０．５７７ ７ １７．８７４ １ １．３４７ ５８ ９７．２５８ ５ １．４３４ ２２ １５．１９１ ０

４３２ ０．２９１ ４ ２３．０２３ ０ ０．６３９ ５４ １１０．８９８ ０ ０．９５３ ５６ １５．１３９ ７

５７６ ０．１７２ ７ ２５．５６８ ３ ０．３６８ ６６ １１６．４６３ ５ ０．７１３ ６２ １５．１４３ ２

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ａ）一阶竖弯　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ）一阶侧弯　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｃ）一阶扭转

图 ６　 ２８８ ｍ 跨径悬臂式约束条件振型

Ｆｉｇ．６　 Ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｔｒｕｓｓ ｇｉｒｄｅｒ ｗｉｔｈ ｓｐａｎ ｏｆ ２８８ ｍ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ａ）一阶竖弯　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ）一阶侧弯　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｃ）一阶扭转

图 ７　 ２８８ ｍ 跨径两端固结约束条件振型

Ｆｉｇ．７　 Ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｅｎｄ ｆｉｘｅｄ ｔｒｕｓｓ ｇｉｒｄｅｒ ｗｉｔｈ ｓｐａｎ ｏｆ ２８８ ｍ
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　 　 另外，针对工况组 ３）和工况组 ４）中的 ８ 个工

况，本文采用悬臂静力法计算其等效竖弯和侧弯抗

弯刚度． 悬臂静力法［３］利用了悬臂梁在端部集中荷

载 Ｐ 作用下的挠度曲线：

ｄ（ｘ） ＝ Ｐｘ２（３Ｌ － ｘ）
６ＥＩ

． （１９）

　 　 具体实施步骤：１）在精细化建模的桁架加劲梁

有限元模型中，施加端部力Ｐ；２） 获取多个断面 ｘ处
的竖向或侧向挠度 ｄ（ｘ）；３） 根据 ｘ，ｄ（ｘ） 拟合得到

式（１９） 中的 Ｉ 值．
其计算结果见表 ７，该表结果可与本文基于动

力特性等效抗弯刚度进行对比． 图 ８ 给出 ２８８ ｍ 跨

径施加竖向集中荷载工况中，拟合 Ｉｚｚ 参数得到的拟

合位移曲线与有限元计算不同截面处挠度对比示意

图，可以看出该工况下等效效果较好．
　 　 等效竖向及侧向抗弯刚度结果悬臂静力法与本

文中基于悬臂式边界动力特性方法（此处称为悬臂

动力法）结果对比见表 ８，从表中可见悬臂动力法和

悬臂静力法可提供相同精度的等效抗弯惯性矩的计

算结果，而且计算更加方便．

表 ７　 悬臂静力法计算结果汇总

Ｔａｂ．７　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｔａｔｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｍｅｔｈｏｄ

跨径 ／ ｍ Ｉｚｚ ／ ｍ４ Ｉｙｙ ／ ｍ４

１４４ ２４．６３ １１３．６
２８８ ２７．９７ １１９．９
４３２ ２８．６８ １２１．２
５７６ ２８．９４ １２１．６

FEM结果
拟合曲线

50 100 150 200 250 300
跨径/m

0.14

0.12

0.10

0.08

0.06
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0.02

0

挠
度
/m

图 ８　 ２８８ ｍ 悬臂桁架加劲梁有限元静力计算挠度值及式

（１９）的拟合挠度曲线

Ｆｉｇ． ８ 　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｆｉｔｔｉｎｇ
ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｅｑ． （１９） ｆｏｒ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｔｒｕｓｓ ｇｉｒｄｅｒ ｗｉｔｈ ｓｐａｎ
ｏｆ ２８８ ｍ

表 ８　 悬臂静力法与悬臂动力法等效抗弯刚度对比

Ｔａｂ．８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｔａｔｉｃ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｍｅｔｈｏｄｓ

跨径 ／ ｍ
Ｉｚｚ ／ ｍ４

悬臂静力法 悬臂动力法

Ｉｙｙ ／ ｍ４

悬臂静力法 悬臂动力法

相对误差 ／ ％

Ｉｚｚ Ｉｙｙ

１４４ ２４．６３ ２３．０６ １１３．６ １０８．１ ６．３８ ４．８２

２８８ ２７．９７ ２７．３９ １１９．９ １１８．１ ２．０７ １．５５

４３２ ２８．６８ ２８．３８ １２１．２ １２０．２ １．０４ ０．７８

５７６ ２８．９３７ ６６ ２８．７５８ ０ １２１．６０３ ３４ １２１．０１３ ９ ０．６２ ０．４８

４　 计算结果比较分析

从表 ５、６ 计算结果可以看出随着跨径 Ｌ 的增

加， Ｉｙｙ 和 Ｉｚｚ 都呈现单调上升并趋向“稳定”的现象．
另外在同样的跨径下两端固结与悬臂式边界下 Ｉｙｙ
和 Ｉｚｚ 计算公式不同且达到“稳定”的速度不同，后者

能更快达到稳定状态． 相比 Ｉｙｙ 和 Ｉｚｚ，Ｉｔ 的计算结果

则要稳定得多． 另从式（７）、（８）可以看出等截面欧

拉梁理论弯曲的频率反比于长度平方，而表 ５、６ 可

以看出精细化桁架加劲梁有限元模拟结果中竖弯和

侧弯频率并不遵从反比于长度平方的关系．
本文认为这是因为桁架加劲梁中存在着剪切效

应，纯弯曲的欧拉梁无法捕捉剪切效应，从而导致了

上述现象． 这是欧拉梁此处等效在本质上的缺陷．
下面针对剪切效应在静力位移反算抗弯刚度方法中

的影响进行定性分析．
悬臂梁中，当在自由端施加一个集中荷载 Ｐ，

如果只考虑弯曲的影响，自由端部的挠度为

ｄｂｅｎｄ ＝ ＰＬ３

３ＥＩ
． （２０）

而如果只考虑剪切作用，在自由端部的挠度为

ｄｓｈｅａｒ ＝
κＰＬ
ＧＡ

． （２１）

其中 κ 为剪应力沿截面分布不均匀而引起的与截面

形状有关的系数［１０］ ． 可得悬臂梁在集中力作用下弯

和剪对自由端竖向挠度的贡献比值为

ｒｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ＝
ｄｓｈｅａｒ

ｄｂｅｎｄ

＝ ３κＥＩ
ＧＡ

· １
Ｌ２ ． （２２）

　 　 从式（２２）中可以看出，随着 Ｌ 增大，剪的作用

在自由端竖向挠度占比变小，采用位移反算抗弯刚

度就会出现达到“稳定状态”的现象．
同样，可以分析两端固结梁在跨中作用一个集

中力 Ｐ 时的跨中挠度响应． 当只考虑弯的效应时，
跨中挠度响应为
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ｄｂｅｎｄ ＝ ＰＬ３

１９２ＥＩ
； （２３）

当只考虑剪效应时，跨中挠度响应为

ｄｓｈｅａｒ ＝
κＰＬ
４ＧＡ

． （２４）

　 　 由此可得两端固结梁在集中力作用下，弯和剪

对跨中挠度的贡献比为

ｒｔｗｏＦｉｘｅｄ ＝
ｄｓｈｅａｒ

ｄｂｅｎｄ

＝ ４８κＥＩ
ＧＡ

１
Ｌ２ ． （２５）

　 　 对比式（２２）、（２５）可以看出在不同的约束条件

下，弯与剪对挠度的贡献程度占比是不一样的． 换

言之，如果用两端固结梁跨中挠度反算等效抗弯刚

度比用悬臂梁自由端挠度反算等效抗弯刚度，需要

更长的桁架梁段才能达到稳定．

５　 结　 论

１）提出了一种基于结构动力特性的桁架梁等

效成等截面欧拉梁的等效质量惯性矩、等效抗弯惯

性矩、等效抗扭惯性矩计算方法，介绍了两端固结和

悬臂式边界桁架梁动力特性反算等效欧拉梁两类

公式．
２）该计算方法具有的优势：在计算等效抗弯刚

度上，悬臂动力方法具有与基于悬臂静力位移等效

刚度方法等同的计算精度，但计算上更方便；能同时

提供等效质量，质量惯性矩等静力方法无法提供的

信息．
３）仿真分析结果表明：将桁架梁等效为等截面

欧拉梁的理论可对现有基于悬臂动力法计算等效惯

性矩方法给出简单明了的新解释；等效抗弯惯性矩

与选择的桁架梁长度和边界约束条件有关，在悬索

桥中的桁架加劲梁比较满足欧拉梁的纯弯曲假设情

况，应选择较长和悬臂式的的精细化桁架加劲梁来

进行等效，因为同样的约束条件下，桁架加劲梁越

长，剪切效应越小，而当长度一定时，悬臂桁架加劲

梁中的剪切效应较两端固结桁架加劲梁小．
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