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双向预判免缩放因子 ＣＯＲＤＩＣ算法
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摘　要：针对流水线型坐标旋转数字计算机（ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｒｏｔａｔｉｏｎｄｉｇｉｔａｌｃｏｍｐｕｔｅｒ，ＣＯＲＤＩＣ）算法的输出精度低、输出时延长、硬
件资源消耗大的问题，提出一种双向预判免缩放因子ＣＯＲＤＩＣ算法．该算法首先将［０，π／４）内的输入角度通过角度二进制编
码后按位值ｉ分解为２－ｉ的较小角度，然后使用设立的查找表在初始角度的基础上进行双向免缩放因子旋转，无需根据中间迭
代结果判断下次的旋转方向，避免了迭代方向的不确定性，减少了迭代单元级数和迭代次数，同时提高了运算精度；最后将

［π／４，２π）内的输入角度通过角度区间折叠技术变换到［０，π／４），使计算区间扩展到整个圆周［０，２π），保证了运算范围，且只
需要使用移位和加减运算即可实现，避免了进行乘法运算．在ＭＡＴＬＡＢ和Ｖｉｖａｄｏ软件平台上进行算法仿真与验证，结果表明：
在输出位宽均为１４位时，与流水线型和单向免缩放因子型ＣＯＲＤＩＣ算法相比，输出精度分别提高了４７．５％、１８．８％，最大输出
时延分别降低了５３．８％、４０．０％，硬件资源消耗也有一定的改善．本文提出的ＣＯＲＤＩＣ算法具有输出精度高、输出时延短等特
点，其综合性能具有较大的提升．
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　　坐标旋转数字计算机（ＣＯＲＤＩＣ）算法的基本思
想是运用旋转迭代等方法，采用运算基数角度不断

逼近目标角度［１］，只使用简单的移位和加减操作，

即可计算三角函数、反三角函数和双曲函数等超越

函数［２－３］．该算法具有易于实现、可移植性强、精度
可调等特点［４］，常应用于数字频率合成、数字图形

处理、机器人学、矩阵计算等领域，因而受到众多科

研院校的广泛研究［５－６］．
为了适应于现代数字系统的需要，开发高性能

的ＣＯＲＤＩＣ算法，众多学者对其提出了改进方案．文



献［７］中传统的流水线型 ＣＯＲＤＩＣ算法虽然具有一
定的精度，但所需的迭代单元级数和迭代次数较多，

且需要通过上级迭代剩余角度的符号判断下级旋转

迭代的方向，当输出位宽增大时，硬件资源消耗将大

幅增加．文献［８］中提出的混合型 ＣＯＲＤＩＣ算法虽
然可以快速调节旋转角度基数，但是其以较多的迭

代次数来保证输出精度，且调整方程系数的电路结

构复杂，存在硬件资源消耗过多的问题．文献［９］中
设计的免迭代ＣＯＲＤＩＣ算法采用合并迭代结构将多
次迭代合并为一次迭代旋转，具有输出时延短的特

点，但是运算精度却有待提高．文献［１０］中基于离
散傅里叶变换的并行补偿型ＣＯＲＤＩＣ算法对缩放因
子进行补偿计算，具有一定的输出精度，但是电路结

构复杂，需要消耗额外的硬件资源用于补偿和存放

缩放因子．文献［１１］中提出的基于直接旋转的
ＣＯＲＤＩＣ算法虽然避免了缩放因子的计算，但是其
只能逆时针旋转逼近输入角度，仍然具有较大的迭

代运算量．
本文在文献［１１］的基础上对ＣＯＲＤＩＣ算法进行

优化与改进，提出了双向预判免缩放因子 ＣＯＲＤＩＣ
算法，其通过角度二进制编码后的码值即可预判每

次的旋转迭代方向．此算法将输入角度分解为两个
阶段处理，在第１阶段中利用查找表一步旋转到初
始角度，然后在第２阶段中根据二进制编码后码值
中１的个数，选择恒定顺时针或逆时针方向进行免
缩放因子旋转迭代，减少了迭代单元级数和迭代次

数，提高了输出精度，最后通过角度区间折叠方法将

运算角度覆盖到整个圆周，确保了运算范围．

１　双向预判免缩放因子旋转
１．１　角度二进制编码

对于输入角度为［０，π／４）内的角度 θ０，采用 ｎ

位二进制小数表示为

θ０ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｂｋ２

－ｋ， （１）

式中ｂｋ为０或１．将θ０前４位按位展开后为

θ０ ＝ｂ１２
－１＋ｂ２２

－２＋ｂ３２
－３＋ｂ４２

－４＋∑
ｎ

ｋ＝５
ｂｋ２

－ｋ．

（２）
当式（２）中 ｂｋ的值为１时，则需要进行逆时针

旋转２－ｋ弧度；当ｂｋ为０时，则不需要进行任何角度
的旋转［１２］．经过角度编码后的旋转向量无需根据上
次的迭代结果判断下次的旋转方向，避免了迭代方

向的不确定性．若式（１）中ｋ增大时，则 ｔａｎ（２－ｋ）－
２－ｋ的绝对值越来越小，且当 ｋ≥ ｎ／３时，有
｜ｔａｎ（２－ｋ）－２－ｋ｜＜２－ｎ，因此ｔａｎ（２－ｋ）与２－ｋ之间的

误差小于ｎ位二进制小数能够表示的精度，计算误
差可以忽略不计．则可用２－ｋ近似表示 ｔａｎ（２－ｋ），只
需要通过移位和加减运算即可实现，避免进行乘法

运算．
１．２　建立小容量正余弦值查找表

本文采用１３位二进制数表示［０，π／４）内的输
入角度，而［π／４，２π）内输入角度的正弦和余弦函数
值可以通过三角函数公式变换后获得，则只需要输

入［０，π／４）内的角度值即可．此时ｎ值为１３，带入公
式（２）可知，当 ｋ＜１３／３时，不可用 ２－ｋ近似表示
ｔａｎ（２－ｋ），否则将会引入较大的计算误差，因此建立
小容量正余弦值查找表（见表１），用以保证输出精
度，且所消耗的寄存器也较少．

表１　小容量正余弦值查找表
Ｔａｂ．１　Ｌｏｏｋｕｐｔａｂｌｅｆｏｒｓｍａｌｌｃａｐａｃｉｔｙｓｉｎｅａｎｄｃｏｓｉｎｅｖａｌｕｅｓ

前４位

位值

初始角度

η／ｒａｄ
二进制ｃｏｓη值 二进制ｓｉｎη值

００００ ０ ０１０００００００００００００ ０００００００００００００００

０００１ １／１６ ００１１１１１１１１１００００ ０００００１０００００００００

００１０ ２／１６ ００１１１１１１１００００００ ０００００１１１１１１１１０１

００１１ ３／１６ ００１１１１１０１１１００００ ００００１０１１１１１０１１１

０１００ ４／１６ ００１１１１１０００００００１ ００００１１１１１１０１０１１

０１０１ ５／１６ ００１１１１００１１１００１１ ０００１００１１１０１０１１１

０１１０ ６／１６ ００１１１０１１１０００１１１ ０００１０１１１０１１１００１

０１１１ ７／１６ ００１１１００１１１１１１００ ０００１１０１１０００１１１１

１０００ ８／１６ ００１１１０００００１０１０１ ０００１１１１０１０１０１１１

１００１ ９／１６ ００１１０１１０００１００１０ ００１０００１０００１０００１

１０１０ １０／１６ ００１１００１１１１１００１１ ００１００１０１０１１１００１

１０１１ １１／１６ ００１１０００１０１１１０１１ ００１０１０００１００１１１１

１１００ １２／１６ ００１０１１１０１１０１０１０ ００１０１０１１１０１００００

１１０１ １３／１６ ００１０１１０００００００１０ ００１０１１１００１１１０１１

根据［０，π／４）内输入角度的前４位分别为００００
到１１０１，且后９位全为０时的初始角度 η，建立１４
个１４位的正余弦值查找表，表中将ｃｏｓη和ｓｉｎη值
的输出位宽扩展１位，用于减小计算中的截断误差．
１．３　角度区间折叠

对于流水线型 ＣＯＲＤＩＣ算法，虽然随着迭代次
数的增多，其运算范围也随之增加，但是当迭代次数

趋近于无穷大时，最大运算范围接近［－１．７４４，
１７４４］ｒａｄ，而无法覆盖整个圆周［１３］．但正弦函数与
余弦函数都具有对称性，因此可以将［０，２π）的角度
划分为８个区间，利用三角公式变换将整个圆周内
的角度折叠映射到［０，π／４）内，角度区间转化如表
２所示．
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表２　角度区间转化
Ｔａｂ．２　Ａｎｇｌｅｉｎｔｅｒｖａｌｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎ

角度区间

编码值
区间角度θ／ｒａｄ

折叠后角

度θ１
ｃｏｓθ ｓｉｎθ

０００ ［０，π／４） θ ｃｏｓθ１ ｓｉｎθ１

００１ ［π／４，π／２） π／２－θ ｓｉｎθ１ ｃｏｓθ１

０１０ ［π／２，３π／４） θ－π／２ －ｓｉｎθ１ ｃｏｓθ１

０１１ ［３π／４，π） π－θ －ｃｏｓθ１ ｓｉｎθ１

１００ ［π，５π／４） θ－π －ｃｏｓθ１ －ｓｉｎθ１

１０１ ［５π／４，３π／２） ３π／２－θ －ｓｉｎθ１ －ｃｏｓθ１

１１０ ［３π／２，７π／４） θ－３π／２ ｓｉｎθ１ －ｃｏｓθ１

１１１ ［７π／４，２π） ２π－θ ｃｏｓθ１ －ｓｉｎθ１

在本文的双向预判免缩放因子型ＣＯＲＤＩＣ算法
的实现过程中，首先计算［０，π／４）内的正弦值和余
弦值，然后比较３位角度区间编码值，最后通过角度
区间折叠转换到不同的角度区间，输出相应的运算

结果．３位编码值中的次高位和第３位相同与否决
定了余弦值与正弦值是否需要进行交换，如果相同

则无需交换，否则需要进行交换；余弦值和正弦值是

否需要翻转取反取决于编码值中的第３位，若第３
位的值为 ０时，则无需翻转取反；但当第 ３位为 １
时，则进行翻转取反输出；若最高位的值为０，则正
弦值输出为正值，否则为负值；当最高位与次高位不

同时，则余弦值输出为负值，反之为正值．采用角度
区间折叠技术，保证了运算范围，同时减少了查找表

所需要存储的正余弦值的个数．
１．４　双向免缩放因子旋转

下面首先介绍免缩放因子旋转的基本原理．在
流水线型ＣＯＲＤＩＣ算法中，将正弦和余弦函数用泰
勒级数展开式表示可得

ｓｉｎθ０ ＝θ０－
θ３０
６＋

θ５０
１２０－…， （３）

ｃｏｓθ０ ＝１－
θ２０
２＋

θ４０
２４－…． （４）

令式（３）和（４）中的θ０＝２
－ｉ，则ｓｉｎθ０中的三次

项可以表示为

θ３０
６ ＝

２－３ｉ
６ ＝２－（３ｉ＋ｌｏｇ２６） ＝２－（３ｉ＋２．５９）． （５）

当正弦函数和余弦函数的输出位宽设定为 Ｎ
位，且最高位为符号位时，则式（５）中 ｉ的最大值为
Ｎ－１．若３ｉ＋２．５９≥Ｎ－１，可得ｉ的取值范围为

Ｎ－３．５９
３ ≤ｉ≤Ｎ－１，ｉ∈Ｎ． （６）

当ｉ的取值在式（６）范围之内时，则θ３０及其更高
阶的函数均已无法用Ｌ－１位二进数表示，此时可以
直接取ｃｏｓθ０值为１进行计算

［１４］．

单向免缩放因子旋转可以省略缩放因子的计

算，且迭代方向与角度二进制编码后的位值相对应，

避免了流水线型需要不断顺时针和逆时针旋转修正

角度的问题，同时也不会因为去掉了缩放因子而影

响输出精度［１５］．然而当角度二进制编码后码值中相
应位为０时，虽然不需要进行旋转迭代，但是并不能
保证下一个码值在此位的值还是为０，且只能进行
恒定逆时针免缩放因子旋转，所以需要消耗一个时

钟周期进行此位的旋转判断，无法跳跃此位为０时
的旋转判断，需要较多的迭代单元级数和次数以保

证输出精度．但本文设计的 ＣＯＲＤＩＣ算法既可以恒
定逆时针或顺时针免缩放因子旋转，也可以跳跃不

需要旋转的角度，减少电路的迭代次数，提高了运算

精度，其双向旋转示意见图１．

图１　双向旋转示意
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｒｏｔａｔｉｏｎ

在上图中，根据表１中设立的１４个初始角度值
将［０，１３／１６）弧度范围内的角度均分为１３等份，每
一份弧度都为１／１６．当由初始角度η０逆时针旋转到
目标角度ηθ时，则ηθ可以表示为

ηθ＝η０＋ｂ５（
１
２）

５＋ｂ６（
１
２）

６＋… ＋ｂ１３（
１
２）

１３．

令ηθ＝η１＋ηｋ，同时由于η１ ＝η０＋（
１
２）

４，

可得

ηｋ ＝（ｂ５－１）（
１
２）

５＋… ＋

（ｂ１３－１）（
１
２）

１３－（１２）
１３．

则由η０和 η１旋转到目标角度的迭代次数分
别为

λ０ ＝ｂ５＋ｂ６＋… ＋ｂ１３， （７）
λ１ ＝１０－（ｂ５＋ｂ６＋… ＋ｂ１３）＝１０－λ０．

（８）
通过式（７）和（８）可知，当 λ０≥ λ１时，则

λ０≥１０－λ０，得λ０≥５，因此当输入角度二进制编
码后码值中１的个数≥５时，此时用 η１旋转迭代的
次数比 η０少；当 λ０ ＜λ１时，则 λ０ ＜１０－λ０，得
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λ０ ＜５，若二进制编码后码值中１的个数＜５时，此
时用η０旋转迭代的次数比 η１少．因此与单向免缩
放因子型和流水线型 ＣＯＲＤＩＣ算法相比，迭代单元
的级数分别减少了４级和８级，降低了电路的硬件
资源消耗．采用１３位二进制小数表示 π／４ｒａｄ可为
１１００１０００１１１１０，对于图１中００００到１１００这１２个
分区和１１００到 π／４区间而言，根据相应的迭代次
数对应的种类，单向免缩放因子型 ＣＯＲＤＩＣ算法在
初始角度η０的基础上进行恒定逆时针旋转时，由排
列组合相关知识可得每个分区间的迭代次数 Ｌｄ和
总迭代次数Ｎｕｎｉｄ分别为：

Ｌｄ ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｊＣｊｍ ＝ｍ×２

ｍ－１，ｄ＝１，…，１２；

Ｌ１３ ＝ｍＣ
３
ｍ －４ｍ

２＋３１ｍ－４９＋

∑
ｍ－３

ｒ＝５
ｒ［Ｃｒｍ－１＋Ｃ

ｒ－１
ｍ－４－Ｃ

ｒ－５
ｍ－８］；

Ｎｕｎｉｄ ＝∑
１３

ｃ＝１
Ｌｃ，ｃ＝１，…，１３．

上式中，ｍ为建立４位查找表后剩余的二进制
编码的位数，其值为 ｎ－４．当根据码值中１的个数
合理选择η０和η１进行双向预判免缩放因子旋转迭
代时，对ｍ进行分奇偶数讨论后，可得在单向免缩
放因子型基础上减少的总迭代次数为

Ｎｄｅｃ＿ｓｕｍ ＝∑
ｍ－１

ｔ＝ｔ０

ｔＣ
ｍ＋１
２ ＋

ｔ
２

ｍ ×１２＋∑
ｍ－７

ｈ＝ｔ０

ｈ［Ｃ
ｍ＋１
２ ＋

ｈ
２

ｍ－１ ＋

Ｃ
ｍ－１
２ ＋

ｈ
２

ｍ－４ －Ｃ
ｍ＋１
２ ＋

ｈ
２－５

ｍ－８ ］＋ｍ２－５ｍ＋２．

ｔ＝２ｋ，ｔ０ ＝２，ｈ＝２ｌ，１≤ｌ≤
ｍ－７
２ ，

１≤ｋ≤ｍ－１２ ，ｍ为奇数；

ｔ＝２ｋ－１，ｈ＝２ｌ－１，ｔ０ ＝１，１≤ｋ≤
ｍ
２，

１≤ｌ≤ｍ－６２ ，ｍ为偶数













 ．

对于最高位为符号位的Ｎ位流水线型ＣＯＲＤＩＣ
算法，其总迭代次数为

Ｎｐｉｐｅｌ＝（Ｎ－１）×２
（Ｎ－１）．

相比于单向免缩放因子型和流水线型 ＣＯＲＤＩＣ
算法的总迭代次数，其降低率分别为

Ｉｄｅｃ＿ｐｉｐｅｌ＝
Ｎｄｅｃ＿ｓｕｍ
Ｎｕｎｉｄ

×１００％，

Ｉｄｅｃ＿ｕｎｉｄ ＝
Ｎｐｉｐｅｌ－（Ｎｕｎｉｄ－Ｎｄｅｃ＿ｓｕｍ）

Ｎｐｉｐｅｌ
×１００％．

将ｍ＝９和Ｎ＝１４代入上式计算后可得，总迭
代次数降低率分别为１５．９％和７６．８％．总迭代次数
的降低减少了旋转迭代运算过程中误差的累积，提

高了算法的输出精度．

２　算法实现
本文提出的双向预判免缩放因子ＣＯＲＤＩＣ算法

的整体结构框图见图２．根据结构框图，在 ＭＡＴＬＡＢ
工具上进行算法建模与仿真，并与单向免缩放因子

型和流水线型 ＣＯＲＤＩＣ算法进行精度对比与分析，
同时采用ＶｅｒｉｌｏｇＨＤＬ硬件描述语言对各模块以及
整体电路进行自顶向下的 ＲＴＬ级设计，最后在
Ｘｉｌｉｎｘ公司的 ＸＣ７Ｘ２００ｔ－３ｆｂｇ４８４型号 ＦＰＧＡ上进
行电路实现，比较分析３种算法的硬件资源消耗等
性能参数．

３　仿真结果与分析
在相同的 １４位输出位宽的情况下，使用

ＭＡＴＬＡＢ软件对 ３种算法建模分析．输入角度以
２－１３的分辨率遍历第一象限，并且与标准正余弦函
数分别相减后得到其绝对误差，同时在绝对误差图

中标识最大值点和最小值点，然后将取绝对值后的

绝对误差进行算术平均以获得平均误差，最后采用

相应的函数分别计算出标准差与方差，比较分析３
种算法的输出精度．第一象限内３种算法的余弦函
数绝对误差结果如图３所示，其精度对比见表３，并
进行了精度对比分析．

图２　新型ＣＯＲＤＩＣ算法整体结构框图
Ｆｉｇ．２　ＢｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍｏｆＣＯＲＤＩＣａｌｇｏｒｉｔｈｍ
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表３　３种算法余弦函数的精度对比
Ｔａｂ．３　Ａｃｃｕｒａｃｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃｏｓｉｎｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｒｅｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ １０－４

ＣＯＲＤＩＣ算法类型 绝对误差的最大值 平均误差 标准差 方差

流水线型 ９．５４４３ ３．１７６４ ２．４５９２ ６．０４７８

单向免缩放因子型 ６．５０４６ ２．０５５２ １．９４３６ ３．７７７８

双向预判免缩放因子型 ６．４９８７ １．６６８５ １．７７４６ ３．１４９１

图３　３种算法余弦函数的绝对误差

Ｆｉｇ．３　Ａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｓｏｆｃｏｓｉｎｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｒｅｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

通过图３与表３可以看出，与流水线型和单向
免缩放因子型相比，本文提出的 ＣＯＲＤＩＣ算法的平
均误差分别降低了４７．５％和１８．８％，绝对误差的最

大值以及取绝对值后绝对误差的方差和标准差都具

有一定的降低，提高了算法的输出精度．主要原因在
于即使流水线型ＣＯＲＤＩＣ算法中的旋转向量旋转到
了目标角度，但如果未完成１３次迭代，则还需要顺
时针或者逆时针旋转不同角度，直到完成 １３次迭
代，因此输出误差较大．单向免缩放因子型 ＣＯＲＤＩＣ
算法虽然避免了不必要的旋转迭代，但是其迭代次

数还是较多，运算过程中产生的累积误差较大．而改
进算法能够根据角度二进制编码后码值中１的个
数，在准确的初始角度的正余弦值基础上，进行恒定

顺时针或逆时针免缩放因子旋转迭代，减少了总迭

代次数，降低了运算过程中误差的累积，提高了算法

的输出精度．
在相同的时序、面积和电路环境属性等约束条

件下，使用Ｖｉｖａｄｏ软件对３种算法进行综合，对寄
存器消耗量、查找表消耗量等硬件资源消耗参数，以

及最大输出时延进行对比分析，逻辑综合结果如表

４所示．同时，在表５中列出了本文提出的双向预判
免缩放因子型 ＣＯＲＤＩＣ算法与近年来国内外部分
ＣＯＲＤＩＣ算法文献的精度对比．

表４　三种算法的逻辑综合结果
Ｔａｂ．４　Ｌｏｇｉｃａｌｓｙｎｔｈｅｓｉｓｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｒｅｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ＣＯＲＤＩＣ

算法类型

寄存器消

耗量／个

查找表消

耗量／个

最大输出

时延／周期

流水线型 ７１３ ８０６ １３

单向免缩放因子型 ３９６ ６５７ １０

双向预判免缩放因子型 ３２８ ５９１ ６

表５　ＣＯＲＤＩＣ算法的精度对比
Ｔａｂ．５　ＡｃｃｕｒａｃｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＣＯＲＤＩＣａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

文献 绝对误差的最大值 平均误差／１０－４
最大输出

时延／周期

文献［９］ １．８０９５ １２

文献［１０］ ７．２２０８×１０－４ １．９７３６ ９

文献［１１］ １．３９００×１０－３ ３．９０００ １０

本文 ６．４９８７×１０－４ １．６６８５ ６

从表４中可以看出本文提出的ＣＯＲＤＩＣ算法相
比于流水线型和单向免缩放因子型 ＣＯＲＤＩＣ算法，
硬件资源消耗具有一定的下降．虽然本文的算法增
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设了双向预判选择单元，消耗了少量的寄存器和查

找表，但是迭代单元级数由流水线型的１３级和单向
免缩放因子旋转型的９级缩减到了５级，使硬件资
源消耗有所下降．从表５中可知，与文献［９－１１］相
比，ＣＯＲＤＩＣ算法的平均误差分别降低了 ７８％、
１５５％、５７．２％，同时在绝对误差的最大值和最大输
出延时方面也都具有较大幅度的降低．

４　结　论
针对流水线型 ＣＯＲＤＩＣ算法的运算精度低、输

出时延长等问题，本文结合角度二进制编码和角度

区间折叠等手段，建立了小容量正余弦值查找表，提

出并实现了双向免缩放因子 ＣＯＲＤＩＣ算法．提出的
ＣＯＲＤＩＣ算法对于某一输入目标角度，根据角度二
进制编码后码值中１的个数，选择初始角度并预判
迭代旋转方向，避免了每次旋转迭代方向的不确定

性，减少了迭代单元级数和迭代次数，最短在两个时

钟周期内即可输出运算结果．在相同的１４位位宽的
情况下，对比流水线型和单向免缩放因子型

ＣＯＲＤＩＣ算法的运算精度，则分别提高了 ４７．５％、
１８．８％，最大输出时延分别降低了５３．８％、４０．０％，
算法实现电路的寄存器和查找表的消耗量也有所下

降，接下来还可以采用格雷码对角度区间码值进行

编码，降低相邻状态转换时出错的可能性．本文设计
的ＣＯＲＤＩＣ算法在输出精度与输出时延等方面具有
显著的优势，适用于实时性强、高精度、低功耗的现
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