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摘　 要： 为解决机器人、数控机床、起重机等机械设备的运动状态变化对系统冲击过大的问题，利用两段双曲正切函数构造衔

接点在匀速段的 Ｓ 型速度曲线，并将 Ｓ 型曲线与跟踪微分器结合，生成一种结构简单、高阶连续的点对点运动轨迹 （ＨＣＰ⁃
ＰＭＴ），通过调整 ＨＣＰＰＭＴ 的相关参数，可调节加、减速阶段的快慢程度、匀速阶段的最大速度、作业时间，使点对点运动过程

中加速、匀速、减速过程的平滑程度、冲击强度可控、各阶段状态可调，减少了运动状态切换对机械设备的冲击，增强了运动平

稳性。 应用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方法证明了 ＨＣＰＰＭＴ 的收敛性，并对 ＨＣＰＰＭＴ 具有的一些物理性质进行了严格的数学证明，通过与其

他两种轨迹对比，以及在三自由度机械臂末端执行器轨迹规划上的应用，说明了 ＨＣＰＰＭＴ 的优越性。
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　 　 点对点运动广泛存在于机器人、数控装备、起重

机械等领域。 利用目标位置与当前位置的误差进行

反馈控制，是很多点对点运动控制系统普遍采用的

算法，这种方法存在着初始控制量大、过程不可控以

及振动和冲击较大等缺陷。 为了解决这个问题，通
常采用轨迹规划法。 合理的点对点轨迹规划应该将

最大速度、加速度、加加速度等进行合理约束，并能

根据被控对象特点有效调整加、减速过程，且保证系

统平稳运行。 目前，大多数轨迹规划是根据点对点

运动所经历的加速、匀速、减速过程构造分段函数，
然后利用各种方法对各段的衔接处进行平滑处

理［１－６］。 文献［２］将取放路径分解为两个正交的坐

标轴，基于三次 Ｂ 样条曲线设计了高速取放并行机

器人的四阶连续平滑轨迹。 文献［７］建立了基于四

元数的直线与圆弧运动的位姿模型，并采用弧长增

量法插补技术实现了机械手空间轨迹规划。 文献

［８］将三角函数与直线连接组成加速度曲线，提出

一种加加速度无突变且起止端连续的 Ｓ 型加减速规

划算法。 文献［９］采用五阶 Ｓ 曲线加减速方法对电

机启动输入信号进行规划来抑制系统扭振，并运用

粒子群优化算法选取五阶 Ｓ 曲线参数。 文献［１０］
以循环计算方式获得加速段的运动距离与速度、最
大速度的作用时间，提出了四阶 Ｓ 型轨迹规划算法。



文献［１１］通过设计机器人末端位置和姿态的数学

表达式，在过渡节点之间采用一种有限项的正弦级

数进行曲线拟合，提出了一种工业机器人连续轨迹

规划过渡算法。 文献［１２］将两个周期不同的三角

函数叠加，构造了伺服电机加减速曲线，降低了伺服

电机的功率要求。 文献［１３］将速度和位移方程转

换为单一凸形函数，并根据加速度、速度约束条件进

行修正，提出了一种高效的加减速时间规划算法。
文献［１４］针对加速度的不连续变化，研究了一种基

于 Ｓ 型速度曲线的轨迹规划方法。 文献［１５］使用

五次多项式修改生成的轨迹，给出了由三点确定一

般平面曲线的条件，提出了一般曲线插值方法，在此

基础上设计了一种新轨迹。 文献［１６］将取放路径

分解为两个正交的坐标轴，基于三次 Ｂ 样条曲线设

计了高速取放并行机器人的四阶连续平滑轨迹。 根

据标准逻辑函数构造了分段 Ｓ 型加速度函数，得到

了一条在速度、加速度、加加速度约束下四阶可微的

轨迹。 文献［１７］将三次多项式和贝塞尔曲线相结

合，设计了起、始点都光滑的轨迹。 文献［１８］探讨

了最大速度曲线的特点，提出了一种最大或最小加

速度的简便计算方法。 文献［１９］为减少高速运动

阶段的残余振动，设计了一条加加速度约束下的非

对称运动轨迹。 文献［２０］提出了一种基于相平面

分析的轨迹规划法，可将台车速度、加速度以及负载

最大摆幅始终约束在允许范围内。 文献［２１］利用

三角函数设计了 Ｓ 型速度曲线，并利用其对旋转起

重机两级残留摆角进行了控制。
综上可以看出，绝大部分轨迹规划都以梯形、Ｓ

型速度或加速度曲线为基础，生成的轨迹表达式都

是在加速、匀速、减速段的衔接点存在断点的分段函

数。 采用高次多项式、在衔接点采用正弦、余弦、样
条或者双曲正切等光滑函数过渡，可以提升轨迹的

平滑性和可微的阶次，但是这种方法通常增加了曲

线衔接点的个数，使曲线表达形式更加复杂，时间规

划更加困难，而且这些曲线参数众多，难以根据被控

对象要求对启停进行针对性调整，使其效率或精度

受到影响。
本文利用两段双曲正切函数构造衔接点在匀速

段的非对称 Ｓ 型速度曲线，并将 Ｓ 型曲线与跟踪微

分器结合，生成一种高阶连续的点对点运动轨迹

（ＨＣＰＰＭＴ），其具有结构简单、光滑、冲击强度可控、
各阶段的快慢程度可调、适用范围广等优点。 与其

他两种轨迹的性能指标进行对比，说明了 ＨＣＰＰＭＴ
的优越性。

１　 高阶连续的点对点运动轨迹规划

点对点运动要求启动平稳、停车精准，而其所经

历的加、减速阶段势必对其产生冲击，缓慢运行可减

少冲击，但低下的效率使人难以接受。 因此，需要根

据被控对象特点，设计一条冲击强度可调、在匀速段

能以最大速度运行、终点恰好为目标点的高效运动

轨迹。 Ｓ 型曲线包含加、减及匀速 ３ 个阶段，符合点

对点运动的特点，因此，先构造各阶段状态都可按需

调整的 Ｓ 型曲线。 为了避免 Ｓ 型曲线在加速、匀速、
减速段的衔接点出现断点，构造一个具有加速、匀
速、减速特点，且能光滑过渡的函数就很关键。

以 ｖ１ 表示运动点的实时位置，ｓｄ 表示目标位置，
当 ｖ１ ∈ ［０，ｓｄ ／ ２］，即运动点在起点和中点之间时，
利用双曲正切函数设计包含加速和部分匀速段、且
变化率可调的光滑连续曲线 Ｓ１：

ｆ１ ｖ１，ｓｄ( ) ＝ － ｋｄ·ｔａｎｈ ｖ１ ＋ ε( )·ｒ１[ ] （１）
式中： ｋｄ 为额定速度；ｒ１ 为加速调节因子，可调节加

速阶段的快慢程度，ｒ１ ∈Ｒ ＋， ｒ１ 越小，近似线性部分

斜率越小，越平缓；ε 为启动加速度调节因子，用于

调节启动加速度。
当 ｖ１ ∈（ ｓｄ ／ ２，ｓｄ］，即运动点在中点和目标点之

间时，设计包含部分匀速和减速段、且变化率可调的

光滑连续曲线 Ｓ２：
ｆ２ ｖ１，ｓｄ( ) ＝ ｋｄ·ｔａｎｈ ｖ１ － ｓｄ( )·ｒ２[ ] （２）

式中 ｒ２ 为减速调节因子，可调节减速阶段的快慢程

度，ｒ２ ∈ Ｒ ＋。
将曲线 Ｓ１ 和 Ｓ２ 在中点进行衔接，形成包含加

速、匀速及减速段的 Ｓ 型曲线：

ｆ ｖ１，ｓｄ( ) ＝
－ ｋｄ·ｔａｎｈ ｖ１ ＋ ε( )·ｒ１[ ] ， ｖ１ ≤ ｓｄ ／ ２
ｋｄ·ｔａｎｈ ｖ１ － ｓｄ( )·ｒ２[ ] ，ｖ１ ＞ ｓｄ ／ ２{

（３）
该曲线中点附近处于匀速段，保障了整个 Ｓ 型

曲线的连续性，利用双曲正切函数的平滑特性实现

了点对点运动中加速、匀速、减速阶段的平滑过渡，
有效避免了传统点对点运动轨迹规划中分别设计加

速、匀速、减速段，然后采用平滑函数连接各段的繁

琐过程，有效克服了传统设计中加速、匀速、减速衔

接点处高阶不可微、使系统冲击和振动大的弊端。
被控对象启动时相当于被施加了一阶跃信号，

该信号高阶不可微，会对被控对象造成严重冲击，阶
跃信号经过跟踪微分器后，其输出曲线变为一条平

滑曲线，可有效消除初始点高阶不可微的问题，因此

对 ０ 点到 ｖ１ － ｓｄ 点用跟踪微分器处理，得

ｖ·１ ＝ ｖ２
ｖ·２ ＝ － ｒ２ ｖ１ － ｓｄ( ) － ２ｒｖ２

{ （４）

式中 ｒ 为速度调节因子，可调节被控对象的运行速

度，ｒ ∈ Ｒ ＋。
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对式（３）、（４）进行综合，得到速度、加速度和加

加速度始终有界，可准确收敛至目标点，且高阶连续

的点对点光滑运动轨迹（ＨＣＰＰＭＴ）：

ｖ·１ ＝ ｖ２
ｖ·２ ＝ － ｒ２ ｆ ｖ１，ｓｄ( ) － ２ｒｖ２

{ （５）

　 　 从 ＨＣＰＰＭＴ 的构造过程可以看出，在中点处存

在衔接点，处理不当会产生断点，致使其高阶不可

微。 为克服这一缺陷， 应使式（３） 在 ｓｄ ／ ２ 邻域都处

于匀速段。 在目标点较远时，式（３） 可保证被控对

象以最大速度匀速运行较长距离，不会出现断点。
而目标点很近时，若加、减速阶段运行的总距离等于

ｓｄ，则意味着加速到最大运行速度后就需要减速，这
时就会出现拐点，使其高阶不可微。 因此，需调整速

度调节因子 ｒ，使速度至少在 ｓｄ ／ ２ 邻域的 ２Ｎ 个计算

步长内都以最大速度匀速运行，Ｎ 表示可微的阶

数。 最大运行速度根据目标点距离 ｓｄ，加速阶段和

减速阶段的调节因子 ｒ１、ｒ２，额定速度 ｋｄ，速度调节

因子 ｒ，用龙格库塔法通过数值计算确定。
式（５） 描述的高阶连续点对点运动轨迹具有如

下性质：１） 收敛至目标点 ｓｄ 处；２） 速度始终有界，且
ｒ ∈ ［０，２］ 时，０ ≤ ｖ２ ≤ ｋｄ；３） 加速度和加加速度始

终有界。

２　 高阶连续的点对点运动轨迹性质证明

　 　 定理 １　 高阶连续的点对点运动轨迹（ＨＣＰＰＭＴ）
收敛至目标位置 ｓｄ 处。

考虑到启动加速度调节因子 ε 的数值很小，为
使证明过程简洁明晰，将其忽略不计。

构造如下函数 ｈ（ｖ１）：

ｈ ｖ１( ) ＝

ｋｄｒ２

ｒ１
（Ｑ － ｌｎ（ｃｏｓｈ（ ｒ１ｖ１）））， ｖ１ ≤

ｓｄ
２

ｋｄｒ２

ｒ２
ｌｎ（ｃｏｓｈ（（ｖ１ － ｓｄ）·ｒ２））， ｖ１ ＞

ｓｄ
２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（６）

式 中 Ｑ ＝ ｌｎ（ｃｏｓｈ（ｒ１ｓｄ ／ ２））。 当 ｖ１ ≤ ｓｄ ／ ２ 时，
ｌｎ（ｃｏｓｈ（ｒ１ｖ１）） ≤ ｌｎ（ｃｏｓｈ（ｒ１ｓｄ ／ ２））， 又

ｌｎ（ｃｏｓｈ（ｒ１ｖ１）） ≥ ０， 且 ｋｄ、ｒ、ｒ１ 均为 正 数， 因 此

式（６） ≥０。
将式（６）对时间求导，可得

ｈ
·

ｖ１( ) ＝
－ ｋｄｒ２ ｔａｎｈ ｒ１ｖ１( ) ， ｖ１ ≤

ｓｄ
２

ｋｄｒ２ ｔａｎｈ ｖ１ － ｓｄ( )·ｒ２( ) ， ｖ１ ＞
ｓｄ
２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（７）

构造如下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 候选函数：

Ｖ ＝ ｈ ｖ１( ) ＋ １
２
ｖ２２ （８）

　 　 根据式（６）可知， Ｖ 为恒大于等于 ０ 的函数，将
Ｖ 对时间求导，可得

Ｖ· ＝ ｈ
·

ｖ１( ) ｖ２ － ｒ２ｖ２ ｆ ｖ１，ｓｄ( ) － ２ｒｖ２ ２ ＝ － ２ｒｖ２ ２

（９）
由式（９）≤０ 可知，ＨＣＰＰＭＴ 是 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 意义

下稳定的。
定义集合 Γ 为包含所有满足 Ｖ· ＝ ０ 的点，在该

集合中， Ｖ 为常数，且由 Ｖ· ＝ ０，可知 ｖ２ ＝ ０，因此

ｖ·２ ＝ ０。
综合式（３）、（５）可知，当 ｔ→∞ 时，ｆ（ｖ１，ｓｄ）＝ ０，

因此可得

ｌｉｍ
ｔ→¥

ｖ１ ｔ( ) ＝ ｓｄ （１０）

　 　 定理 ２　 ＨＣＰＰＭＴ 的期望轨迹速度始终大于 ０
且有界， 且 ｒ ∈ ［０，２］ 时，０ ≤ ｖ２ ≤ ｋｄ。

证明　 构造新函数：

ｇ ｖ１( ) ＝

２ｒ１ｋｄｖ１， ０ ≤ ｖ１ ＜ １
２ｒ１

ｋｄ，
１
２ｒ１

≤ ｖ１ ＜
２ｓｄ － １
２ｒ２

２ｋｄ ｓｄ － ｒ２ｖ１( ) ，
２ｓｄ － １
２ｒ２

≤ ｖ１ ≤
ｓｄ
ｒ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１１）

令 Ｇ（ｖ１） ＝ ｇ（ｖ１） ＋ ｆ（ｖ１，ｓｄ）， 接下来证明

Ｇ（ｖ１） ≥ ０。
当 ０ ≤ ｖ１ ＜ １ ／ （２ｒ１） 时，

Ｇ ｖ１( ) ＝ ｋｄ ２ｒ１ｖ１ － ｔａｎｈ ｒ１ｖ１( )( ) （１２）
　 　 对式（１２）针对 ｖ１ 求导，可得

Ｇ
·

ｖ１( ) ＝ ｋｄｒ１ １ ＋ ｔａｎｈ２ ｒ１ｖ１( )( ) ≥ ０ （１３）
　 　 因此，在［０，０．５ ／ ｒ１］ 内，Ｇ（ｖ１） 为单调递增函数，又
因为 Ｇ（０） ＝ ０，因此在［０，０．５ ／ ｒ１］ 内，Ｇ（ｖ１） ≥ ０。

当 １ ／ （２ｒ１） ≤ ｖ１ ＜ （２ｓｄ － １） ／ （２ｒ２） 时，很显然

Ｇ（ｖ１） ≥ ０；当（ ｓｄ － ０．５） ／ ｒ２ ≤ ｖ１ ＜ ｓｄ ／ ｒ２ 时，
　 Ｇ ｖ１( ) ＝ ｋｄｔａｎｈ ｒ２ ｖ１ － ｓｄ( )( ) － ２ｋｄ ｒ２ｖ１ － ｓｄ( ) （１４）

对式（１４）中的 ｖ１ 求导，得

Ｇ
·

ｖ１( ) ＝ ｋｄｒ２ － １ － ｔａｎｈ２ ｖ１ － ｓｄ( )( ) ＜ ０ （１５）
因此，在［（ｓｄ － ０．５） ／ ｒ２，ｓｄ ／ ｒ２］内，Ｇ（ｖ１）为单调递

减函数，又因为 Ｇ（ｓｄ） ＝ ０，因此，在［（ｓｄ － ０．５） ／ ｒ２，
ｓｄ ／ ｒ２］ 内，Ｇ（ｖ１） ≥ ０。

综上证明可得， 在［０， ｓｄ ／ ｒ２］ 内，
－ ｆ ｖ１，ｓｄ( ) ≤ ｇ ｖ１( ) （１６）

接下来构造一个新微分方程：

ｖ·１ ＝ ｖ２
ｖ·２ ＝ ｒ２ｇ ｖ１( ) － ２ｒｖ２

{ （１７）

　 　 假定到达目标位置的时间为 ｔ，到达 ｖ１ ＝ ０．５ ／ ｒ１
的时间为 ｔ１，到达 ｖ１ ＝ （ ｓｄ － ０．５） ／ ｒ２ 的时间为 ｔ２，
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到达ｖ１ ＝ ｓｄ 的时间为 ｔ３，对式（１７） 中的 ｖ·２ 求定积分：

∫ｔ
０
ｒ２ｇ（ｖ１） － ２ｒｖ２[ ] ｄｔ ＝ ∫ｔ１

０
（２ｒ２ｒ１ｋｄｖ１ － ２ｒｖ２）ｄｔ ＋

∫ｔ２
ｔ１
（ ｒ２ｋｄ － ２ｒｖ２）ｄｔ ＋ ∫ｔ３

ｔ２
２ｒ２ｋｄ ｓｄ － ｒ２ｖ１( ) － ２ｒｖ２[ ] ｄｔ

（１８）
当 ０ ≤ ｔ≤ ｔ１ 时，ｖ·２ ＝ ２ｒ２ｒ１ｋｄｖ１ － ２ｒｖ２，求解该方

程，可得 ｖ１ 的表达式为

ｖ１ ＝ ｃ１ｅψ１１ｔ ＋ ｃ２ｅψ１２ｔ （１９）

其中 ψ１１ ＝ ｒ １ ＋ ２ｒ１ｋｄ － ｒ，ψ１２ ＝ － ｒ － ｒ １ ＋ ２ｒ１ｋｄ 。

对式 ｖ·２ ＝ ２ｒ２ｒ１ｋｄｖ１ － ２ｒｖ２ 求定积分，可得

∫ｔ１
０
（２ｒ２ｒ１ｋｄｖ１ － ２ｒｖ２）ｄｔ ＝

２ｒ２ｒ１ｋｄｃ１
ψ１１

－ ２ｒｃ１
æ

è
ç

ö

ø
÷·

ｅψ１１ｔ１ － １( ) ＋
２ｒ２ｒ１ｋｄｃ２

ψ１２

－ ２ｒｃ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅψ１２ｔ１ － １( )

（２０）

其中： ｃ１、ｃ２ 为待定参数（根据初始状态确定），ｋｄ 为

额定速度，显然式（２０） 是有界的。
由于 ｔ ＝ ０ 时，ｖ１ ＝ ０，将其代入式（１９），可得

ｃ１ ＝ － ｃ２ （２１）
由 ｖ１ ≥ ０ 可知，ｃ１ 为正数。

对式（１９）求导，并结合式（２１），可得

ｖ２ ＝ ｃ１ ψ１１ｅψ１１ｔ － ψ１２ｅψ１２ｔ( ) （２２）

ｖ·２ ＝ ｃ１ ψ２
１１ｅψ１１ｔ － ψ２

１２ｅψ１２ｔ( ) （２３）
　 　 由于 ψ１１ ＞ ψ１２，因此当 ０≤ ｔ≤ ｔ１ 时，ｖ２（ ｔ） ≥０，

ｖ·２（ ｔ１） ≥ ０。

当 ｔ１ ≤ ｔ≤ ｔ２ 时，ｖ·２ ＝ ｒ２ｋｄ － ２ｒｖ２，求解该方程可

得 ｖ１ 的表达式为

ｖ１ ＝ ｃ３ ＋ ｃ４ｅ
－２ｒｔ ＋

ｒｋｄ

２
ｔ （２４）

　 　 对式（２４）求导， 得速度 ｖ２：

ｖ２ ＝ ｒ
２
ｋｄ － ２ｒｃ４ｅ －２ｒｔ （２５）

　 　 对式（２５）求导， 并将 ｔ１ 代入，得

ｖ·２ ｔ１( ) ＝ ４ｒ２ｃ４ｅ
－２ｒｔ１ （２６）

　 　 由 ｖ·２（ ｔ１） ≥０可知，ｃ４ ＞ ０，因此 ｖ２ ≤ ｒｋｄ ／ ２。 又

ｖ２（ ｔ） ＞ ｖ２（ ｔ１），因此 ｖ２（ ｔ） ＞ ０。
当 ｔ２ ≤ ｔ ≤ ｔ３ 时，

ｖ·２ ＝ ２ｒ２ｋｄ ｓｄ － ｒ２ｖ１( ) － ２ｒｖ２ （２７）

　 　 将 ｖ２ ＝ ｖ·１ 代入式（２７），并整理得

ｖ̈１ ＋ ２ｒｖ·１ ＋ ２ｒ２ｋｄｒ２ｖ１ ＝ ２ｒ２ｋｄｓｄ （２８）
　 　 这是一个典型的二阶系统，当 ｒ２ ≤ １ ／ ｋｄ 时，其
阶跃响应可以无超调地跟踪设定值 ｓｄ，因而其位移

是有界的，当然速度也是有界的。 又由于无超调的

阶跃响是单调上升的，因此当 ｔ２ ≤ ｔ ≤ ｔ３，ｒ２ ≤ １ ／ ｋｄ

时，ｖ２ ＞ ０ 且有界。
由于所规划轨迹的最大速度在匀速段，而匀速

段所在区间为 ［ ｔ１， ｔ２］， 该区间内的最大速度为

ｒｋｄ ／ ２，因而整个区间的速度都小于 ｒｋｄ ／ ２。
综合以上分析，可得期望轨迹速度始终大于 ０

且有界，且 ｒ ∈ ［０，２］ 时，０ ≤ ｖ２ ≤ ｋｄ。
定理 ３　 ＨＣＰＰＭＴ 的期望轨迹加速度和加加速

度分别有界。
根据式（２３）、（２６）、（２７），显然加速度有界。
将式（５）对时间求导，得

ｖ̈２ ＝
ｒ２ｋｄ １ － ｒ１ ｔａｎｈ２（ｒ１ｖ１ ＋ ｒ１ε）( ) － ２ｒｖ·２， ｖ１ ＜ ｓｄ ／ ２

－ ｒ２ｋｄ １ － ｒ２ ｔａｎｈ２（ｒ２ｖ１ － ｒ２ｓｄ）( ) － ２ｒｖ·２， ｖ１ ≥ ｓｄ ／ ２
{

（２９）
由于加速度有界，且 ｔａｎｈ 函数为有界函数，因

此式（２９）有界，即加加速度有界。

３　 可调参数对 ＨＣＰＰＭＴ 的影响分析

对不同被控对象，在加速、匀速、减速阶段有不

同要求。 譬如：为提高效率，起重机械要求较快加速

到最大运行速度后匀速运行，为保证安全，其最大运

行速度也要根据环境风速进行调整，减速阶段则要

求缓慢地停靠在目标点，以实现精准定位。 因此，有
必要研究可调参数对 ＨＣＰＰＭＴ 各阶段状态和冲击

强度的影响规律，使其在不同的应用场合发挥最大

效能。
为研究最大速度调节因子 ｒ 对 ＨＣＰＰＭＴ 的影

响，令 ｓｄ ＝ ３０ ｍ、 ｋｄ ＝ ２ ｍ ／ ｓ、 ε ＝ ０．０１、ｒ ＝ ２、ｒ２ ＝ ０．４，
当 ｒ 分别取 ２、１．６１ 和 １．２４ 时，位移、速度、加速度随

时间的变化如图１所示，从图中可以看出，当 ｒ等于２
时，轨迹的最大匀速运行速度等于额定速度。 ｒ 越

小，最大匀速运行速度越小，在作业距离一定时，耗
时也越长。 因此，作业距离越远，应使 ｒ 越大，以便

尽可能提高作业效率，但 ｒ 不能大于 ２；近距离作业

时，则应使 ｒ 较小，但太小会降低作业效率，因此以

在 ｓｄ ／ ２ 邻域的 ２Ｎ 个计算步长内都以最大速度匀速

运行为前提。 对在室外环境中作业的起重机械，为
保证安全，应根据风速等级，选择合适的 ｒ 值。
　 　 为研究加速调节因子 ｒ１ 对 ＨＣＰＰＭＴ 的影响，
令 ｓｄ ＝ ３０ ｍ、ｋｄ ＝ ２ ｍ ／ ｓ、ε ＝ ０．０１、ｒ ＝ ２、ｒ２ ＝ ０．４，当
ｒ１ 分别取 ０．６５、１ 和 １．８ 时，ＨＣＰＰＭＴ 的位移、速度、
加速度随时间的变化如图 ２ 所示，从图 ２ 中可以看

出， ｒ１ 越小，轨迹初始阶段越平缓，到达最大速度的

时间变长，运行规定距离所耗费的时间也越多，随着

ｒ１ 的增加，加速度变大，冲击强度增加，到达最大速

度的时间变短，匀速段和减速段提前，但最大速度大
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小和减速阶段状态不受影响。 因此，对于需要慢启

动的精密机械，应取较小的 ｒ１ 值，以减小冲击，而对

于行程较长的起重机械，在不超过最大加速度的前

提下，则宜使用较大 ｒ１ 值，以便提高效率。
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图 １　 参数 ｒ 对 ＨＣＰＰＭＴ 轨迹的影响

Ｆｉｇ．１　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｒ ｏｎ ＨＣＰＰＭＴ
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图 ２　 参数 ｒ１对轨迹的影响

Ｆｉｇ．２　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｒ１ ｏｎ ＨＣＰＰＭＴ

　 　 为研究减速调节因子 ｒ２ 对 ＨＣＰＰＭＴ 的影响，令
ｓｄ ＝ ３０ ｍ、 ｋｄ ＝ ２ ｍ ／ ｓ、 ε ＝ ０．０１、ｒ ＝ １．２４、ｒ１ ＝ １， 当

ｒ２ 分别取 ０．２、０．２８ 和 ０．３６ 时，ＨＣＰＰＭＴ 的位移、速
度、加速度随时间的变化如图 ３ 所示，从图中可以看

出，在进入减速段前，整个轨迹曲线保持不变，但 ｒ２
越小，进入减速段的时间越早，使匀速段的时间变

短，减速段的时间变长，完成整个作业过程的时间增

多，但变化趋势越平缓，接近目标点时的速度也越

慢，对于需要在目标点精确对位的精密装备，如岸桥

起重机，宜选择较小的 ｒ２ 值。
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图 ３　 参数 ｒ２对轨迹的影响

Ｆｉｇ．３　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｒ２ ｏｎ ＨＣＰＰＭＴ

４　 ３ 种轨迹生成算法的对比分析

为了检验 ＨＣＰＰＭＴ 的效果，取 ｓｄ ＝ ２０ ｍ、ｋｄ ＝
５ ｍ ／ ｓ、ε ＝ ０．０１、ｒ ＝ １．２８、ｒ１ ＝ ０．５、ｒ２ ＝ ０．２，计算步长

取 ０．０５ 进行仿真，得仿真结果 Ｔ１。 同时，在相同目

标位置和计算步长下，将 Ｓ 型速度曲线的仿真结果

记为 Ｔ２，Ｓ 型位移曲线的仿真结果记为 Ｔ３。
Ｓ 型速度曲线采用文献［２２］中的形式，为便于

对比，将角度转换成位移：

ｙ· ＝

ｙ·ｃ １ － ｃｏｓ πｔ ／ ｔ１( )( ) ， ｔ ∈ ［０，ｔ１）

ｙ·ｃ， ｔ ∈ ［ ｔ１，ｔ１ ＋ ｔ２）

ｙ·ｃ １ ＋ ｃｏｓ πｔ ／ Ｔ － ｔ１ － ｔ２( )( )( ) ，ｔ ∈［ｔ１ ＋ ｔ２，Ｔ）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３０）
其中： ｙｃ 为该轨迹的最大速度，ｔ１ 为加速阶段时间，
ｔ２ 为匀速阶段时间，Ｔ 为总时间，具体参数取值分别

为 ｙｃ ＝ ３．０６５ ｍ ／ ｓ，ｔ１ ＝ ２．３４５ ｓ，ｔ２ ＝ １２ ｓ、Ｔ ＝
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１８．６９ ｓ。
Ｓ 型位移曲线采用文献［２３］中的表达式：

ｙ ｔ( ) ＝
ｓｄ
２

＋
ｖｅ ２

４ａｅ
ｌｎ

ｃｏｓｈ ２ａｅ ｔ ／ ｖｅ － κ( )

ｃｏｓｈ ２ａｅ ｔ ／ ｖｅ － κ － ２ｓｄａｅ ／ ｖｅ ２( )

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（３１）
其中： ｖｅ 为最大速度，ａｅ 为最大加速度，κ 为初始加

速度调节因子，κ ＝ １．４， ｖｅ ＝ ３．０５６ ｍ ／ ｓ， ａｅ ＝
２．２ ｍ ／ ｓ２。

将仿真时间步长设置为 ０．０１ ｓ，仿真结果如图 ４
及表 １ 所示。
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图 ４　 ３ 种轨迹的运动状态随时间的变化曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｍｏｔｉｏｎ ｓｔａｔｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｉｎ ｔｈｒｅｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ
表 １　 ３ 种轨迹各项指标最大值对比

Ｔａｂ．１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｍａｘｉｍｕｍ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ

轨迹
加速度 ／

（ｍ·ｓ－２）

加加速度 ／

（ｍ·ｓ－３）

加加加速度 ／

（ｍ·ｓ－４）

Ｔ１ １．６８ １．２４ ２．７５

Ｔ２ ２．０５ ２．７３ ↑

Ｔ３ ↑ ↑ ↑

　 　 图 ４ 中自上至下分别为 Ｔ１、Ｔ２、Ｔ３ 的位移、加速

度，加加速度，加加加速度随时间 ｔ 的变化曲线， 从

图中 ４（ａ）可以看出：３ 种轨迹几乎同时到达指定位

置，也就是在合适条件下它们的运行效率基本相同。
从图 ４（ｂ）及表 １ 可以看出： 轨迹 Ｔ３ 的加速度在初

始阶段出现了突变，说明利用轨迹 Ｔ３ 进行跟踪控制

时，在起动时需要很大驱动力，这势必要求提高执行

器的功率，而且会对系统产生严重冲击，Ｔ１、Ｔ２ 的加

速度都是连续的，但轨迹 Ｔ１ 的最大加速度更小，说
明所需的最大驱动力更小，对执行器的最大功率要

求也就更低，有利于降低成本，而且 Ｔ２ 在各段（加
速、匀速、减速） 衔接处出现了明显转折，而轨迹 Ｔ１

的加速度在整个过程中都比较平滑，因而利用 Ｔ１ 进

行轨迹跟踪控制，系统运行更平稳。 从图 ４（ｃ） 及表

１ 可以看出：Ｔ３ 初始阶段的加加速度也出现了突变，
会对系统产生很大的柔性冲击，使其大幅振动，Ｔ２

则在各段衔接处出现了最大值为 ２．７３ ｍ ／ ｓ３的跃变，
会对系统产生明显的冲击和振动， 而 Ｔ１ 加加速度的

最大值为 １．２４ ｍ ／ ｓ３，远小于 Ｔ２、Ｔ３ 的加加速度最小

值，并且 Ｔ２ 的加加速度平滑且连续， 不会对系统产

生大冲击和振动。 从图 ４（ｄ）可以看出， 轨迹 Ｔ２、Ｔ３

的加加加速度在各段衔接处都出现了突变，而轨迹

Ｔ１ 的加加加速度光滑且连续， 且最大值只有

２．７５ ｍ ／ ｓ４，即使进行更高阶微分，都将是平滑且连

续的，因此特别适用于需要进行高阶微分的场合

（图中↑表示在该时刻，纵坐标值为无穷大值）。

５　 ＨＣＰＰＭＴ 在三自由度机械臂轨迹

规划中的应用分析

　 　 三自由度机械臂运动轨迹曲线对机械臂末端运

动有着重要影响，如果轨迹的加速度或者加加速度过

大，会使机械臂在运行过程中出现振荡、使运动关节

经受大冲击，太大的加速度还将使机械臂执行器饱

和，使机械臂无法完成既定任务。 三自由度机械臂的

结构如图 ５ 所示，其中，ｌ１、ｌ２、ｌ３ 分别表示机械臂 １、２、
３ 的长度，分别为 ０．８５、０．９５、０．６５ ｍ； θ１、θ２、θ３ 分别表

示机械臂 １、２、３ 的转动角度， 末端执行器坐标为（ｐｘ、
ｐｙ、ｐｚ），机械臂轨迹规划是通过对机械臂末端执行器

空间坐标的 ｘ 轴、ｙ 轴、ｚ轴进行点对点规划，再利用末

端执行器坐标和机械臂的转动角度关系式，将设计好

的 ｘ 轴、ｙ 轴、ｚ轴的轨迹转化为关节的转动，实现末端

执行器的空间运动。 末端执行器坐标和机械臂的转

动角度关系式可用式（３２） 描述［１６］：

θ１ ＝ ａｒｃｔａｎ
ｐｙ

ｐｘ

θ２ ＝ ａｒｃｔａｎ
ｐｚ － ｌ１
ｐ２
ｘ ＋ ｐ２

ｙ

－

ａｒｃｓｉｎ
４ｌ２２ ｌ２３ ＋ ［ｐ２

ｘ ＋ ｐ２
ｙ ＋ （ｐｚ － ｌ１） ２ － ｌ２２ － ｌ２３］ ２

４ｌ２２ ｐ２
ｘ ＋ ｐ２

ｙ ＋ （ｐｚ － ｌ１） ２[ ]

θ３ ＝ ａｒｃｃｏｓ
ｐ２
ｘ ＋ ｐ２

ｙ ＋ ｐｚ － ｌ１( ) ２ － ｌ２２ － ｌ２３
２ｌ２ｌ３
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（３２）
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图 ５　 三自由度机械臂的结构

Ｆｉｇ．５　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｅｇｒｅｅ⁃ｏｆ⁃ｆｒｅｅｄｏｍ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　 　 为了验证 ＨＣＰＰＭＴ 的有效性，在同样条件下将

ＨＣＰＰＭＴ 和文献［１６］设计的光滑 ７ 段式三自由度

机械臂末端执行器运动轨迹（ ＳＪＭ）进行对比，ＳＪＭ
的表达式为

ｊ ｔ( ) ＝ ｓｉｇｎ（Ｄ）·

Ｊｍａｘ
１

１ ＋ ｅ－ａ（１ ／ （１－τｉ） －１ ／ τｉ）
， ｔ０ ≤ ｔ ＜ ｔ１， ｔ１２ ＜ ｔ ≤ ｔ１３

Ｊｍａｘ， ｔ１ ≤ ｔ ＜ ｔ２， ｔ１３ ≤ ｔ ＜ ｔ１４

Ｊｍａｘ
１

１ ＋ ｅａ（１ ／ （１－τｉ） －１ ／ τｉ）
， ｔ２ ≤ ｔ ＜ ｔ３， ｔ１４ ≤ ｔ ＜ ｔ１５

０， ｔ３ ≤ ｔ ＜ ｔ４， ｔ７ ≤ ｔ ＜ ｔ８，ｔ１１ ≤ ｔ ＜ ｔ１２
－ Ｊｍａｘ

１
１ ＋ ｅ－ａ（１／ （１－τｉ）－１／ τｉ）

， ｔ４ ≤ ｔ ＜ ｔ５， ｔ８ ≤ ｔ ＜ ｔ９
－ Ｊｍａｘ， ｔ５ ≤ ｔ ＜ ｔ６， ｔ９ ≤ ｔ ＜ ｔ１０
－ Ｊｍａｘ

１
１ ＋ ｅａ（１ ／ （１－τｉ） －１ ／ τｉ）

， ｔ６ ≤ ｔ ＜ ｔ７， ｔ１０ ≤ ｔ ＜ ｔ１１
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（３３）
式中： Ｄ 为定位距离，Ｊｍａｘ 为最大加加速度。
　 　 与文献［１６］一样，根据表 ２ 中机械臂末端执行器

起始点、目标点坐标和路径距离用 ＨＣＰＰＭＴ 算法进

行仿真，并与 ＳＪＭ 进行对比，得到的结果如图 ６、图 ７、
图 ８ 和表 ２ 所示。 从这些图中可以看出，在整个过程

中，这两种方法的加速度、加加速度、加加加速度都光

滑连续，但 ＨＣＰＰＭＴ 法在这 ３ 个指标上均比较有优

势，其最大值都小于 ＳＪＭ 法的最大值，然而，ＨＣＰＰＭＴ
法到达目标点的时间稍长，这是由于加入跟踪微分器

后虽然进一步保证了 ＨＣＰＰＭＴ 的高阶可微性，但是

使启停过程变得比较平缓，因此需要探寻既能使两段

双曲 Ｓ 型轨迹高阶可微，又不影响启停快慢的函数与

其结合，这是后续将深入研究的课题。
表 ２　 末端执行器对应的坐标和距离

Ｔａｂ． ２ 　 Ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｄｅｓｉｒｅｄ ｐａｔｈ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｍ

坐标轴 起始点 目标点 距离

ｘ ０．１５ ０ － ０．１５
ｙ ０ １．３ １．３
ｚ ０．４ ０．９ ０．５
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图 ６　 末端执行器 ｘ 轴方向的运动轨迹
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图 ７　 末端执行器 ｙ 轴方向的运动轨迹

Ｆｉｇ．７　 Ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｉｎ ｙ⁃ａｘｉｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
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图 ８　 末端执行器 ｚ 轴方向的运动轨迹

Ｆｉｇ．８　 Ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｉｎ ｚ⁃ａｘｉｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

　 　 从表 ３ 可以看出，为了在相同时间内到达目标

点，采用 ＳＪＭ 法， ｙ 轴方向的最大加速度比 ｚ 轴方向

的最大加速度大 １．１８ ｍ ／ ｓ２，比 ｘ 轴方向的最大加速

度大 １．６９ ｍ ／ ｓ２； ｙ 轴方向的最大加加速度比 ｚ 轴方

向的最大加加速度大 ３．６３ ｍ ／ ｓ３，比 ｘ 轴方向的最大

加加速度大 ５．２２ ｍ ／ ｓ３； ｙ 轴方向的最大加加加速度

比 ｚ 轴方向的最大加加加速度大 ３２．０７ ｍ ／ ｓ４，比 ｘ 轴

方向的最大加加加速度大 ４６． １２ ｍ ／ ｓ４； 而采用

ＨＣＰＰＭＴ 法， ｙ 轴方向的最大加速度比 ｚ 轴方向的

最大加速度大 ０．７０ ｍ ／ ｓ２，比 ｘ 轴方向的最大加速度

大 １．１８ ｍ ／ ｓ２； ｙ 轴方向的最大加加速度比 ｚ 轴方向

的最大加加速度大 ３．２９ ｍ ／ ｓ３，比 ｘ 轴方向的最大加

加速度大 ４．５６ ｍ ／ ｓ３； ｙ 轴方向的最大加加加速度比

ｚ 轴方向的最大加加加速度大 ２６．３２ ｍ ／ ｓ４，比 ｘ 轴方

向的最大加加加速度大 ３５．１６ ｍ ／ ｓ４。 因此，定位距

离越大，采用 ＨＣＰＰＭＴ 法的加速度、加加速度、加加

加速度的增量越小，对执行器功率的要求越低，出现

执行器饱和而不能完成指定任务的概率就越小；对
系统的冲击越小，系统振动幅度也就越低，系统的运

动精度也就越高。

表 ３　 末端执行器加速度、加加速度、加加加速度最大值

Ｔａｂ．３　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ， ｊｅｒｋ， ａｎｄ ｓｎａｐ ｏｆ ｅｎｄ⁃ｅｆｆｅｃｔｏｒ ｏｎ ｅａｃｈ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

轨迹规划算法
加速度 ／ （ｍ·ｓ－２）

ｘ ｙ ｚ

加加速度 ／ （ｍ·ｓ－３）

ｘ ｙ ｚ

加加加速度 ／ （ｍ·ｓ－４）

ｘ ｙ ｚ

ＳＪＭ ０．２２ １．９１ ０．７３ ０．６８ ５．９０ ２．２７ ６．０１ ５２．１３ ２０．０６

ＨＣＰＰＭＴ ０．１３ １．３１ ０．６１ ０．６２ ５．１８ １．８９ ５．６４ ４０．８０ １４．４８

６　 结　 论

１）通过利用两段双曲正切函数构造衔接点在

匀速段的 Ｓ 型速度曲线，并将其与跟踪微分器结合，
生成了结构简单、高阶连续的点对点运动轨迹，实现

了点对点运动加速、匀速、减速过程的平滑过渡，减
少了加速、匀速、减速段切换过程中的冲击，增强了

运动的平稳性。
２）通过调整 ＨＣＰＰＭＴ 的相关参数，可调节加、

减速阶段的快慢程度、匀速阶段的最大速度、作业时

间，使 ＨＣＰＰＭＴ 的平滑程度、冲击强度可控，各阶段

状态可调，且 ＨＣＰＰＭＴ 的收敛性及物理性质都通过

了严格的数学证明，适用于不同应用场合。 后续将

利用 ＨＣＰＰＭＴ 对数控机床、起重机等进行轨迹跟踪

控制研究。
３）通过和其他两种轨迹对比，以及在三自由度

机械臂末端执行器轨迹规划上的应用，说明了

ＨＣＰＰＭＴ 的优越性。
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