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摘　 要: 为实现内声场和外声场同时存在的强耦合声辐射预报和噪声优化ꎬ建立有限元 / 边界元强耦合方程ꎬ并给出两种声功

率灵敏度的求解方法ꎮ 首先给出结构和内声场的声振耦合有限元方程ꎬ并考虑外声场声介质对结构的反作用ꎬ根据交界面力

和法向速度的连续性建立有限元 / 边界元强耦合方程ꎻ然后针对声功率拓扑优化中单元灵敏度分析时难以解耦的问题ꎬ将声

功率转化为以结构位移为变量的表达形式ꎬ并修改伴随方程ꎬ实现将该方法扩展至强耦合优化问题中ꎻ同时针对伴随变量法

(ａｄｊｏｉｎｔ ｖａｒｉａｂｌｅ ｍｅｔｈｏｄꎬＡＶＭ)推导过程复杂的问题ꎬ提出声功率灵敏度的直接求导法ꎻ最后采用线性化刚度方法将结构单元

相对密度作为连续设计变量ꎬ对不同的结构材料和声介质组合优化问题展开研究ꎮ 对比计算表明:该耦合模型计算的响应值

与采用无反射边界的有限元法计算结果基本吻合ꎻ直接求导法和伴随变量法均可使迭代达到收敛ꎬ但直接求导法推导过程更

简洁高效ꎻ数值优化算例证明优化算法的适用性较好ꎬ在声功率优化设计中的有效性ꎮ
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　 　 同时具有内部声场和外部自由声场的声振耦合

系统广泛存在于汽车、飞机和潜艇等运载工具和武

器平台之中ꎮ 结构与声介质因振动相互作用而产生

的中低频噪声会对人员及设备产生负面影响ꎬ辐射

噪声影响人员舒适性和造成环境污染ꎬ在军事上ꎬ声
辐射过大会影响武器系统的隐身性和自身的声呐探

测距离[１]ꎮ 因此在准确计算声辐射的基础上ꎬ通过

适当设计材料的结构分布以使耦合系统在所关心的

激励频段下具有较低的声辐射值的研究十分必要ꎮ
作为新兴的结构动力优化方法ꎬ不同于尺寸优

化[２]和形状优化[３]仅能改变已知设计部件的尺寸ꎬ
拓扑优化的目标是寻求最优的结构材料分布以满足



性能和结构工艺等多方面要求[４]ꎮ 国、内外诸多研

究者在减振降噪问题上采用拓扑优化法开展了研

究ꎮ 在内声场优化问题中ꎬＡｋｌ 等[５] 采用有限元法

建立内声场声辐射模型ꎬ采用 ＭＭＡ 法优化柔性板

厚度ꎬ降低了声腔内的声辐射ꎬ数值计算结果与实验

吻合较好ꎻＤüｈｒｉｎｇ 等[６] 结合混合有限元法和 ＭＭＡ
优化法实现在无法明确耦合边界的情况下解决声－
结构耦合优化问题ꎻ随后 Ｋｏｏｋ[７]用 Ｃｏｍｓｏｌ 软件实现

将混合有限元法扩展至 ＢＥＳＯ 优化方法中ꎬ优化结

果与采用传统有限元法的文献[８]结果一致ꎮ 在外

声场优化问题的研究中ꎬ陈炉云等[９]结合 ＥＳＯ 优化

法和单向耦合的边界元法研究了简支板在低频率下

外场声辐射优化问题ꎻ张军[１０]推导了空气为声介质

的有限元－边界元耦合方法的声压级和辐射声功率

灵敏度公式ꎬ并以板厚为设计变量对薄板声辐射进

行优化ꎻ针对两相材料板结构的声辐射拓扑优化问

题ꎬ文献[１１ － １２]通过优化布局两种弹性材料的方

式降低声辐射ꎻ此后ꎬ黄其柏在上述基础上研究了板

结构声辐射计算方法和辐射特性ꎬ提出约束阻尼复

合板的拓扑优化方法ꎻＺｈａｎｇ 等[１３] 采用状态空间中

的复模态叠加法求解非比例全局阻尼的复合板声响

应ꎬ伴随变量法进行声压灵敏度分析ꎬ通过合理分配

阻尼层材料达到最小化指定点声压的目标ꎮ
目前ꎬ声振耦合方法的研究大多针对单一的有

限内声场[５ － ８] 或无限大 /半无限大自由声场问

题[９ － １３]ꎬ且在处理自由声场灵敏度分析时往往忽略

了声介质对结构的反作用ꎬ无法适用于内声场和外

部自由声场均存在的声辐射问题和强耦合问题ꎮ 基

于上述问题ꎬ本文结合声振耦合有限元方程和边界

元法ꎬ推导了内外声场声压的耦合计算公式ꎬ并提出

一种新的强耦合声功率的灵敏度求解方法ꎬ通过不

同设计条件下的声辐射优化设计结果验证了声辐射

预报的准确性和灵敏度方法在优化过程中的适

用性ꎮ

１　 声辐射问题

１. １　 声学基本方程

声振耦合示意图如图 １ 所示ꎬ假定流体是可压

缩的ꎬ无黏且无旋ꎬ忽略自由表面重力效应的均匀理

想声学介质ꎬ声压满足如下的波动方程:

Ñ
２ｐｆ －

１
ｃ２０

∂２ｐｆ

∂ｔ２
＝ ０ (１)

式中:ｐｆ 为介质中质点声压ꎬｃ２０ 为声波在声介质中的

传播速度ꎮ 当外界激励为稳态谐波激励时ꎬ流体压

强 ｐｆ 可表示为 ｐｆ ＝ ｜ ｐｆ ｜ ｅｘｐ( － ｉωｔ)ꎬ其中 ω 为外界

谐波激励的角频率ꎮ 将上式代入式(１)消去时间

项ꎬ可得到 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程:
Ñ

２ｐｆ ＋ (ω / ｃ０) ２ｐｆ ＝ ０ (２)
在流固交界面上ꎬ应满足如下的运动学和力学

条件:
Ñｐｆｎｆ ＋ ρｆ ｕ̈ｓｎｆ ＝ ０ (３)
ｕｓｎｓ ＋ ｕｆｎｆ ＝ ０ (４)
σｓ ｜ｎｓ ＝ － ｐｆ (５)

式中:ρｆ 为流体密度ꎬｎｆ 为耦合表面从声场指向结

构的法向量ꎬｎｓ 为耦合表面从结构指向声场的法向

量ꎬσｓ 为结构应力ꎬｕｓ 为结构位移向量ꎮ

图 １　 声振耦合示意

Ｆｉｇ. １　 Ａｃｏｕｓｔｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｄｉａｇｒａｍ

１. ２　 内声场声振耦合的有限元法

结构域的平衡状态方程为

Ñ􀅰σｓ － ρｓ ｕ̈ｓ ＝ ｆｓ (６)
式中:ρｓ 为结构质量密度ꎬｆｓ 为结构所受外激励ꎮ

联立式(２)、(３) ~式(６)ꎬ并采用加权余量的伽

辽金法可得到声振耦合的有限元方程[１４]:
Ｋｓ ０
Ｃ Ｋｆ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú － ω２

Ｍｓ － Ｃ / ρｆ

０ Ｍｆ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｕｓ

ｐｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｆｓ
０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (７)

式中:Ｋｓ、Ｋｆ 分别为结构域和流体域的系统刚度矩

阵ꎬＭｓ、Ｍｆ 分别为结构域和流体域系统质量矩阵ꎬＣ
为系统耦合矩阵ꎮ

为方便后文推导计算ꎬ式(７)可简写为

(Ｋｆｅ － ω２Ｍｆｅ)Ｘｆｅ ＝ Ｆｆｅ (８)
１. ３　 自由场声振耦合的边界元法

稳态谐激励下ꎬ为求解结构表面上受到介质的

压力ꎬ需要建立介质中任一点的声压积分方程ꎮ 对

声压和格林函数应用格林第二公式ꎬ由 Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ
辐射定律ꎬ外域自由声场通过 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 积分方程

求解:

ｃｐｘ ＝ ∫
Γｂｅ

∂Ｇ(ｘꎬｙ)

∂ｎｆ
ｐｙ － Ｇ(ｘꎬｙ)

∂ｐｙ

∂ｎｆ

æ
è
ç

ö
ø
÷ｄΓ (９)

式中:ｐｘ 为源点声压ꎻｐｙ 为场点声压ꎻｃ 为空间角系

数ꎬ光滑面上取 ０. ５ꎬ声场内取 １ꎻＧ(ｘꎬｙ) 为自由空间

格林函数ꎻ Γｂｅ 为自由场声辐射边界ꎮ
以二维空间为例ꎬ对于二维声场问题ꎬ格林函数

Ｇ(ｘꎬｙ)和其对场点处的法向导数的基本阶函数如下:
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Ｇ(ｘꎬｙ) ＝ ｉ
４ Ｈ１

０(ｋｒ) (１０)

∂Ｇ(ｘꎬｙ)

∂ｎｆ
＝ － ｉｋ

４ Ｈ１
１(ｋｒ)

ｒｎｆ

ｒ (１１)

式中:Ｈ１
０ 为第 １ 类 ０ 阶 Ｈａｎｋｅｌ 函数ꎻＨ１

１ 为第 １ 类 １
阶 Ｈａｎｋｅｌ 函数ꎻｋ 为波数ꎬ其表达式为 ｋ ＝ ω / ｃ０ꎻｒ 为

场点与源点的矢径ꎻｒ 为矢径的模ꎮ
联立式(３)ꎬ式(９) ~ 式(１１)ꎬ并通过 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ

函数合并声压项得到边界积分方程:
Ｈｐｂｅ －Ｇｖｂｅ ＝ ０ (１２)

式中:Ｈ、Ｇ 分别为采用边界积分方程得到的频率相

关的矩阵ꎬｐｂｅ、ｖｂｅ分别为边界上的声压和法向速度

向量ꎮ
１. ４　 声振耦合方程及辐射声功率

当声场由有限大内声场和无限大自由声场组成

时ꎬ式(８)的平衡方程须引入自由场声介质对结构

表面的反作用力项为

(Ｋｆｅ － ω２Ｍｆｅ)Ｘｆｅ ＝ Ｆｆｅ ＋ Ｌｐｂｅ (１３)
式中 Ｌ 为结构与自由声场的边界压强与边界法向

作用力的耦合矩阵ꎮ
耦合界面上任一点声介质的速度 ｖｂｅ用形函数

Ｎｐ 和边界上声学单元速度 ｖｅｂｅ表示为

ｖｂｅ ＝Ｎｐｖｅ
ｂｅ (１４)

由稳态谐波激励下的界面位移与界面法向速度

的界面连续性条件可知:

∑
ｍ

１
∫
Γｅ

ＮＴ
ｐＮｐｄΓｖｅ

ｂｅ ＝ － ｉω∑
ｍ

１
∫
Γｅ

ＮＴ
ｐｎｆＮｕｄΓｕｅ

ｓ

(１５)
式中:Ｎｕ 为结构单元的位移形函数ꎬΓｅ为自由声场

与结构的单元耦合边界ꎬｍ 为耦合边界单元总数ꎮ
上式求积分并求逆移项后ꎬ将结构位移从边界单元

扩充至全局响应向量 Ｘｆｅ得到:
ｖｂｅ ＝ － ｉωＭ － １

ｂｅ ＬＴＸｆｅ (１６)
式中:Ｍｂｅ为边界质量矩阵ꎬ其表达式即为式(１５)左
端积分项ꎻ联立式(１２)、(１３)和式(１６)ꎬ得到修正后

含外部自由声场的声振耦合方程

Ｋｆｅ － ω２Ｍｆｅ － Ｌ

ｉωＧＭ － １
ｂｅ ＬＴ Ｈ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｘｆｅ

ｐｂｅ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

Ｆｆｅ

０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (１７)

直接求解式(１７)即可得到内外声场声压值以

及结构边界位移ꎮ 同式(１４)ꎬ采用形函数 Ｎｐ 对自

由场边界声速和声压进行采用统一的插值离散并代

入上式ꎬ得到声功率 Ｗ 的数值计算公式为[１５]

Ｗ ＝ － １
２ Ｒｅ(ｐＴ

ｂｅＭｂｅｖ∗
ｂｅ) (１８)

式中 Ｒｅ 为取计算值的实部ꎮ
式(１８)在声功率灵敏度求解中不便于解耦变

量ꎬ为方便后文求解单元灵敏度ꎬ需要将声功率公式

修改为用结构位移响应表达的方式ꎮ 将边界积分方

程式(１２)代入上式并由复共轭矩阵乘法规则得到

采用边界振速表示的结构声功率的表达式:

Ｗ ＝ － １
２ Ｒｅ(ｖＨ

ｂｅ(Ｈ － １Ｇ)ＨＭｂｅｖｂｅ) (１９)

声功率灵敏度是求声功率对结构单元状态参数

ｘｉ 求微分ꎬ为方便计算ꎬ应使式(１９)尽量简单ꎮ 由

实部操作符得到式(１９)的简单表达式:

Ｗ ＝ － １
２ ｖＨ

ｂｅＡｖｂｅ( ) (２０)

其中

Ａ ＝ １
２ (Ｈ － １Ｇ)ＨＭｂｅ ＋ (Ｈ － １Ｇ)ＨＭｂｅ( )Ｈ( )

将式(１６)代入式(２０)ꎬ得到辐射声功率关于

Ｘｆｅ的关系式:

Ｗ ＝ － １
２ (ＸＨ

ｆｅＱＸｆｅ) (２１)

其中

Ｑ ＝ (ｉωＭ － １
ｂｅ ＬＴ)Ａ(ｉωＭ － １

ｂｅ ＬＴ)

２　 单元灵敏度分析与优化算法

拓扑优化问题需要对目标函数相对设计变量的

灵敏度进行分析ꎬ由辐射声功率的表达式可知ꎬ在外

载荷和辐射边界不发生变化的情况下ꎬ辐射声功率

仅与结构表面法向速度 ｖｂｅ有关ꎬ即是结构响应 Ｘｆｅ

的函数ꎮ Ｋａｎｇ 等[１６ － １７]利用伴随变量法(ＡＶＭ)推导

出广义结构响应函数 ｇ(Ｘｆｅ)的灵敏度分析方法ꎬ该
方法明确指出灵敏度依赖于结构位移响应的幅值ꎬ
随后他们团队采用这种伴随变量法计算仅考虑单向

耦合的声压灵敏度[１３]ꎬ取得了一定的成果ꎮ 本文将

该方法推广到强耦合的声功率灵敏度分析中ꎮ
２. １　 声功率单元灵敏度的 ＡＶＭ 方法

在本文中ꎬ首先将 ＡＶＭ 方法扩展到重介质的

灵敏度分析中ꎮ 对于依赖于位移响应 Ｘｆｅ的结构响

应 ｇ(Ｘｆｅ)ꎬ其目标函数可以通过引入两个拉格朗日

乘子的和改写为

ｇ ＝ ｇ(Ｘｆｅ) ＋ μＴ
１(ＫｄＸｆｅ － Ｌｐｂｅ － Ｆ) ＋

μＴ
２ (ＫｄＸｆｅ － Ｌｐｂｅ － Ｆ)Ｈ (２２)

式中ꎬＫｄ ＝ Ｋｆｅ － ω２Ｍｆｅꎮ 上式中存在与 Ｘｆｅ不统一的

变量 ｐｂｅꎬ联立式(１２)和式(１６)可得

Ｌｐｂｅ ＝ ＢＸｆｅ (２３)
式中ꎬＢ ＝ － ｉωＬＨ － １ＧＭ － １

ｂｅ ＬＴꎮ 式(２３)代入式(２２)
得到目标函数灵敏度与 Ｘｆｅ有关的函数:

ｇ ＝ ｇ(Ｘｆｅ) ＋ μＴ
１(ＫｄＸｆｅ － ＢＸｆｅ － Ｆ) ＋

μＴ
２ (ＫｄＸｆｅ － ＢＸｆｅ － Ｆ)Ｈ (２４)
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将式(２４)两边对设计变量 ｘｉ 求导ꎬ可得

ｄｇ
ｄｘｉ

＝μＴ
１
∂Ｋｄ

∂ｘｉ
Ｘｆｅ ＋μＴ

２
∂(Ｋｄ)Ｈ

∂ｘｉ
Ｘｆｅ ＋

∂ＸＲ
ｆｅ

∂ｘｉ
∂ｇ
∂ＸＲ

ｆｅ
＋μＴ

１(Ｋｄ －Ｂ) ＋μＴ
２ (Ｋｄ －Ｂ)Ｈæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

∂ＸＩ
ｆｅ

∂ｘｉ
∂ｇ
∂ＸＩ

ｆｅ
＋ ｉ μＴ

１(Ｋｄ －Ｂ) － ｉ μＴ
２ (Ｋｄ －Ｂ)Ｈæ

è
ç

ö

ø
÷ (２５)

令伴随向量满足以下方程:

μＴ
１(Ｋｄ － Ｂ) ＝ １

２
－ ∂ｇ
∂ＸＲ

ｆｅ
＋ ｉ ∂ｇ

∂ＸＩ
ｆｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷

μＴ
２ (Ｋｄ － Ｂ)Ｈ ＝ １

２
－ ∂ｇ
∂ＸＲ

ｆｅ
－ ｉ ∂ｇ

∂ＸＩ
ｆｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２６)

式中 μ１、 μ２ 满足 μ１ ＝ (μ２)Ｈꎮ 式(２５)可以化简为

ｄｇ
ｄｘｉ

＝ ２Ｒｅ μＴ
１
∂Ｋｄ

∂ｘｉ
Ｘｆｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

２Ｒｅ μＴ
１

∂Ｋｆｅ

∂ｘｉ
－ ω２ ∂Ｍｆｅ

∂ｘｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｘｆｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (２７)

由声振耦合方程(１７)求解的 Ｘｆｅ是复向量ꎬ将
其分解为实部与虚部之和的形式代入式(２１)ꎬ得到

辐射声功率的表达式:

Ｗ ＝ － １
２ ((ＸＲ

ｆｅ) ＴＱＸＲ
ｆｅ ＋ ｉ (ＸＲ

ｆｅ) ＴＱＸＩ
ｆｅ －

ｉ(ＸＩ
ｆｅ) ＴＱＸＲ

ｆｅ ＋ (ＸＩ
ｆｅ) ＴＱＸＩ

ｆｅ) (２８)
式中 　( )Ｒ、 　( ) Ｉ 分别为取实部和虚部ꎮ 式(２８)对
Ｘｆｅ求导得到:

∂Ｗ
∂ＸＲ

ｆｅ
＝ － １

２ ((ＸＲ
ｆｅ) ＴＱＴ ＋ (ＸＲ

ｆｅ) ＴＱ ＋

ｉ(ＸＩ
ｆｅ) ＴＱＴ － ｉ (ＸＩ

ｆｅ) ＴＱ) (２９)
∂Ｗ
∂ＸＩ

ｆｅ
＝ － １

２ (ｉ(ＸＲ
ｆｅ) ＴＱ － ｉ (ＸＲ

ｆｅ) ＴＱＴ ＋

(ＸＩ
ｆｅ) ＴＱＴ ＋ (ＸＩ

ｆｅ) ＴＱ) (３０)
将式(２９)、(３０)代入式(２６)可得到伴随向量的

表达式:

μＴ
１(Ｋｄ － Ｂ) ＝ １

４ ( － ２ (ＸＲ
ｆｅ) ＴＱ ＋ ｉ (ＸＩ

ｆｅ) Ｔ(Ｑ ＋ＱＴ))

(３１)
求解式(３１)即可得到拉格朗日乘子 μ１ꎬ进而辐

射声功率灵敏度可由式(２７)得出

ｄＷ
ｄｘｉ

＝ － １
２ Ｒｅ( － ２ (ＸＲ

ｆｅ) ＴＱ ＋ ｉ (ＸＩ
ｆｅ) Ｔ(Ｑ ＋ＱＴ)( ) ×

(Ｋｄ － Ｂ) － １ ∂Ｋｆｅ

∂ｘｉ
－ ω２ ∂Ｍｆｅ

∂ｘｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｘｆｅ) (３２)

由上述伴随变量法的推导过程可以发现ꎬ该方

法推导过程较为繁琐ꎬ中间变量较多ꎬ容易出错ꎮ 因

此ꎬ本文提出更为简洁高效的直接求导法求解辐射

声功率灵敏度ꎮ

２. ２　 声功率单元灵敏度的直接求导法

式(２１)中的辐射声功率 Ｗ 直接对单元变量 ｘｉ

求导ꎬ并由实部操作符得到声功率的简单形式:
∂Ｗ
∂ｘｉ

＝ － １
２

∂ＸＨ
ｆｅ

∂ｘｉ
ＱＸｆｅ ＋ ＸＨ

ｆｅＱ
∂Ｘｆｅ

∂ｘｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｒｅ ＸＨ

ｆｅＱ
∂Ｘｆｅ

∂ｘｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

(３３)
式(１３)和式(２３)分别对 ｘｉ 求导得到:

∂Ｋｄ

∂ｘｉ
Ｘｆｅ ＋ Ｋｄ

∂Ｘｆｅ

∂ｘｉ
－ Ｌ

∂ｐｂｅ

∂ｘｉ
＝ ０

Ｌ
∂ｐｂｅ

∂ｘｉ
＝ Ｂ

∂Ｘｆｅ

∂ｘｉ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(３４)

由式(３４)得到:
∂Ｘｆｅ

∂ｘｉ
＝ － (Ｋｄ － Ｂ) － １∂Ｋｄ

∂ｘｉ
Ｘｆｅ (３５)

将式(３５)代入式(３３)得到辐射声功率的单元

灵敏度公式:
∂Ｗ
∂ｘｉ

＝ Ｒｅ(ＸＨ
ｆｅＱ(Ｋｄ － Ｂ) － １(

∂Ｋｆｅ

∂ｘｉ
－ ω２ ∂Ｍｆｅ

∂ｘｉ
)Ｘｆｅ)

(３６)
对比本文的直接求导法和 ＡＶＭ 法可以发现ꎬ

本文方法的推导过程较为简洁高效ꎬ中间变量少ꎮ
最终的灵敏度公式中的各矩阵都在 ＡＶＭ 法的最终

公式中出现ꎬ不需要计算额外的变量ꎬ说明灵敏度计

算量也并未增加ꎮ
２. ３　 目标函数与优化算法

体积约束条件下ꎬ以辐射声功率 Ｃ 最小化为目

标函数ꎬ则结构拓扑优化数学模型为:
ｍｉｎ(Ｃ)
ｓ. ｔ. :

Ｋｆｅ － ω２Ｍｆｅ Ｌ

－ ｉωＧＭ －１
ｂｅ Ｌ Ｈ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｘｆｅ

ｐｂｅ

[ ] ＝
Ｆｆｅ

０
[ ]

Ｖ∗ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｖｉｘｉ ＝ ０　 ｘｉ ∈ {ｘｍｉｎꎬ１}

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(３７)

式中:Ｖ∗为结构有效体积ꎬｘｉ 为单元状态变量(取
ｘｍｉｎ或 １)ꎮ

在涉及到特征值问题的优化中ꎬ低密度区域容

易产生局部模态ꎮ 在使用 ＢＥＳＯ 优化方法时ꎬＨｕａｎｇ
等[１８]对质量和刚度采用相同的罚函数幂率ꎬ该模型

对部分优化问题是有效的ꎮ 但是在计算中发现ꎬ采
用这种方法后有些优化问题在失效单元区域仍然会

出现局部模态ꎬ这导致优化过程中结构拓扑突变ꎬ迭
代不稳定难以收敛ꎮ Ｐｅｄｅｒｓｅｎ[１９]提出线性化单元刚

度的方法ꎬ该方法可以使单元在极低密度时仍然能

保持较高的刚度质量比ꎬ可有效避免伪本征模ꎬ使优

化结果更加合理ꎬ罚函数模型如下:
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ρｉ ＝ ｘｉρ０ꎬ０ < ｘｍｉｎ≤ｘｉ≤１. ０

Ｅ ｉ ＝ ｘｐ
ｉ Ｅ０ꎬ０. １≤ｘｉ≤１. ０

Ｅ ｉ ＝
ｘｉ

１００Ｅ
０ꎬｘｍｉｎ≤ｘｉ≤０. １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(３８)

式中:ρ０ 为结构初始密度ꎬＥ０ 为结构初始弹性模量ꎬ
ｐ 为罚因子ꎮ

结合 ＢＥＳＯ 方法中单元状态变量 ｘｉ 仅可取 ｘｍｉｎ

或 １ 的特点ꎬ同时为保证罚函数模型的连续性ꎬ本文

提出以下改进的罚函数模型:
ρｉ ＝ ｘｉρ０

Ｅ ｉ ＝
ｘｍｉｎ / １００ － ｘｐ

ｍｉｎ

１ － ｘｐ
ｍｉｎ

(１ － ｘｐ
ｉ ) ＋ ｘｐ

ｉ[ ]Ｅ０

ì

î

í

ïï

ïï
(３９)

拓扑优化过程中需要采用基于半径滤波法和单

元灵敏度历史平均方法等来避免“孤立网格”和加

速收敛ꎮ 具体的耦合优化的计算流程如下:
１)初始化结构参数ꎮ 定义初始耦合域的物理

参数、定义 ＢＥＳＯ 算法的各初始参数ꎻ
２)生成数值网格、生成单元矩阵和耦合矩阵并

组装生成有限元声振耦合方程ꎬ生成结构外表面边

界元的各矩阵ꎻ
３)根据步骤 ２)计算各矩阵ꎬ求解系统响应ꎮ 根

据式(３８)计算单元灵敏度ꎮ 进行灵敏度过滤和灵

敏度历史平均[２０]ꎻ
４)判断失效单元是否与声学单元相邻ꎬ如果相

邻ꎬ则将失效单元转变为声学单元ꎬ并更新结构域和

流体域ꎻ
５)根据更新后的各域ꎬ识别结构域和流体域的

耦合单元和耦合边界ꎻ
６)进行收敛性判断ꎬ如不满足收敛条件ꎬ则重

复步骤 ２) ~步骤 ５)ꎬ直到满足收敛条件ꎮ

３　 数值算例

３. １　 声辐射数值计算结果验证

为验证本文文建立的声振耦合方程的正确性ꎬ
设置验证算例ꎮ 无限大水中放置一个内径为 １. ０ ｍ
外径为 １. ２ ｍ 的铝质圆环ꎬ结构密度为 ２ ７００ ｋｇ / ｍ３ꎬ
弹性模量为 ６９ ＧＰａꎬ泊松比为 ０. ３ꎬ内声场和外声场

介质为水ꎬ其密度为 １ ０００ ｋｇ / ｍ３ꎬ声速为 １ ４５０ ｍ / ｓꎮ
圆环内侧顶点处施加频率为 １０ Ｈｚꎬ幅值为 １ Ｎꎬ方
向为 ｙ 轴方向的激励力ꎮ

采用 Ｍａｔｌａｂ 编程计算圆环内外的耦合声场ꎬ并
与无反射边界法的计算计算结果进行对比ꎮ 在无反

射边界中ꎬ取圆环外侧半径 ５ ｍ 的同心圆为外侧计

算域ꎬ外边界设置为无反射边界ꎬ材料属性和其他边

界条件与声振耦合法相同ꎬ两种方式的声压计算结

果如图 ２ 所示ꎮ 对比可知ꎬ本文的声振耦合法与无

反射边界法计算的内、外场声压分布基本一致ꎮ

图 ２　 圆环内外声场声压分布

Ｆｉｇ. ２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｏｕｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｉｎｓｉｄｅ ａｎｄ ｏｕｔｓｉｄｅ ｔｈｅ ｒｉｎｇ

图 ３ 给出圆环外边界声压实部的分布曲线ꎬ为
方便比较ꎬ设置起始点为圆环左侧中点(与图 ３ 中

弧度为 ０ 处相对应)ꎬ沿顺时针方向ꎮ 两种数值方

法计算的整体匹配度较好ꎬ但在谷值处误差相对较

大ꎬ原因在于有限元的无反射边界对正入射波吸收

性较好ꎬ但对倾斜入射波有一定的反射作用ꎬ因此与

实际值有一定误差ꎮ 此外可明显看出无反射边界法

的曲线在对称节点上的声压值略微不对称ꎬ而边界

条件和外载荷均是对称ꎬ其边界声压实部也应该是

对称的ꎮ 出现这种现象的原因是划分有限元网格无

法做到完全对称ꎬ造成一定的误差ꎮ 因此ꎬ可以认为

采用声振耦合方程可获得良好的声压预报结果ꎮ

图 ３　 结构表面声压实部分布

Ｆｉｇ. ３　 Ｒｅａｌ ｐａｒｔ ｏｆ ｓｏｕｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ

３. ２　 算例 １
图 ４ 为算例 １ 的设计模型ꎬ设计域为一外部半

径 ３. ０ ｍꎬ内部半径 ２. ０ ｍ 的半圆环ꎬ外圈厚度 ０. １ ｍ
部分为非设计域ꎬ初始设计域为全设计域的 ８０％
(即图中半径 ２. ２ ｍ 部分)ꎬ半圆环两侧的底部固定

约束ꎬ内部流体的底部边界为零声压边界ꎮ 内外声

场的声介质均为水ꎬ声介质属性和结构材料属性同

声辐射数值计算结果ꎮ 内声场中点 Ｐ ｉｎ点为一幅值

大小为 １００ Ｐａ 的声压激励ꎬ激励频率为 １２５ Ｈｚꎮ 本

算例以结构外表面辐射声功率最小化为目标函数ꎬ
设置目标体积为全结构域的 ８０％ 不变ꎮ 计算域用

最大 ０. ０３ ｍ 尺寸的四边形四节点等参数单元离散ꎬ
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过滤半径 ｒｍｉｎ ＝ ０. １ ｍꎬ罚函数因子 ｐ ＝ ３ꎬ ｘｍｉｎ ＝
０. ０００ １ꎮ

图 ４　 拱形梁设计模型

Ｆｉｇ. ４　 Ｄｅｓｉｇｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａｒｃｈ ｂｅａｍ

为验证本文所提灵敏度方法的设计效果ꎬ同条

件下采用 ＡＶＭ 灵敏度法进行对比ꎮ 迭代过程的声

功率级和灵敏度计算消耗时间如图 ５ 所示ꎬ其中基

准声功率为 １ × １０ － １２ Ｗꎮ 两种方法的目标函数在迭

代过程中除了在开始有小幅波动之外ꎬ均很快达到

平稳状态ꎬ说明两种灵敏度方法的鲁棒性较好ꎬ且最

终的优化目标函数一致ꎮ 对比两种方法在迭代过程

中灵敏度部分消耗的时间可以发现ꎬ两种灵敏度求

解方法在每一个迭代步中的分析时间没有明显差

异ꎮ 从式(３２)和式(３６)看出ꎬ两个灵敏度计算公式

都包含相似的变量ꎬ因此计算时间没有太大差异ꎮ

图 ５　 目标函数和灵敏度计算时间的迭代曲线

Ｆｉｇ. ５ 　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ

结构对外声辐射情况也体现在外部声场的声压

级分布情况上ꎮ 图 ６ 为优化前、后结构拓扑图与内

部声场和部分外部声场的声压级响应分布ꎬ外部声

场截取 １０ ｍ ×６ ｍ 范围ꎮ 对比内部声场ꎬ优化前、后
仅分布范围改变ꎬ强度未发生明显变化ꎬ但从外部声

场的声压级分布可以看出ꎬ初始设计的外声场存在

大范围的高声压级区域ꎮ 优化设计模型中ꎬ该区域

声压级明显低于初始设计ꎬ这也印证了优化后结构

的声辐射得到有效的降低ꎮ

图 ６　 优化前、后结构拓扑和声压级分布

Ｆｉｇ. ６　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ａｎｄ ｓｏｕｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｌｅｖｅｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

３. ３　 算例 ２
算例 １ 为铝在水介质中的声辐射优化ꎬ为研究

不同声介质和结构材料的优化效果ꎬ算例 ２ 的设计

模型同算例 １ꎬ改变声介质和结构材料ꎮ 初始设计

域为全设计域ꎬ半圆环两侧的底部固定约束ꎬ流体下

边界为刚性边界ꎮ 圆环内部和外部辐射声场的声介

质均为空气ꎬ密度为 １. ２１ ｋｇ / ｍ３ꎬ声速为 ３４３ ｍ / ｓꎮ
结构的材料密度为 ８００ ｋｇ / ｍ３ꎬ弹性模量为 ２ ＧＰａꎬ
泊松比为 ０. ３ꎮ 声压激励源位于圆心处 Ｐ ｉｎ点ꎬ幅值

大小为 １００ Ｐａꎬ激励频率为 ２０５ Ｈｚꎮ 以结构外表面

辐射声功率最小化为目标函数ꎬ设置目标体积为全

结构域的 ６５％ ꎮ 单次迭代的体积缩减率为 ２％ ꎬ过
滤半径 ｒｍｉｎ ＝０. １ ｍꎬ罚函数因子 ｐ ＝３ꎬｘｍｉｎ ＝０. ０００ １ꎮ

为方便对比外声场情况ꎬ截取外部半径为 ６ ｍ
的圆环区域ꎮ 图 ７ 为优化前、后同色度范围的声压

级分布图和结构拓扑形态ꎮ 结构拓扑的边界清晰ꎬ
且较为规整ꎬ内部声场和外部声场的声压级得到大

幅的降低ꎮ 这与图 ８ 的迭代曲线相对应ꎬ结构拓扑

渐变稳定ꎬ迭代曲线未出现大幅波动ꎬ声功率级从初

始的 １０４. ８ ｄＢ 降低至 ６２. １ ｄＢꎬ降低幅度达到

４０􀆰 ７％ ꎮ 从优化前、后内部声场的分布情况看ꎬ由激

励源声波、边界反射声波以及结构振动辐射声波相

互叠加形成环形的低声压带ꎬ由于结构拓扑的改变ꎬ
低声压带分布位置和个数发生改变ꎮ 为方便观察内

部声压带与外部辐射声场的关系ꎬ图 ７ 还给出声压

级高对比图ꎬ从图中圈出部分可以看出ꎬ圆环内边界

上的声压带个数与外声场高(或低)声压是对应的ꎮ

图 ７　 优化前、后结构拓扑和声压级分布

Ｆｉｇ. ７　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ａｎｄｓｏｕｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｌｅｖｅｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
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图 ８　 目标函数和约束体积的优化迭代曲线

Ｆｉｇ. ８　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎ

３. ４　 算例 ３
图 ９ 为算例 ３ 的设计模型ꎬ结构域为 １. ０ ｍ ×

０. ２ ｍ 的固支梁ꎬ梁顶部 ０. ０２ ｍ 部分为非设计域ꎬ
初始设计域即为全设计域ꎬ结构密度为２ ７００ ｋｇ / ｍ３ꎬ弹
性模量为 ６９ ＧＰａꎬ泊松比为 ０. ３ꎬ设置目标体积为全

结构域的 ８５％ ꎮ 结构域下侧声介质域为 １. ０ ｍ ×
０. ２ ｍ的矩形域ꎬ声介质为水ꎬ梁上侧声介质为空

气ꎬ各介质属性与上文相同ꎮ 声压激励源为矩形流

体域的下边界ꎬ幅值大小为 １００ Ｐａꎬ激励频率为

１ ９４０ Ｈｚꎮ 同样以声功率最小化为目标函数ꎮ 设计

域离散为 ２００ × ４０ 个四边形单元ꎬ体积缩减率设置

为 １％ ꎬ过滤半径 ｒｍｉｎ ＝ ０. ０１５ ｍꎬ罚函数因子 ｐ ＝ ３ꎬ
ｘｍｉｎ ＝ ０. ０００ １ꎮ

图 ９　 固支梁设计模型

Ｆｉｇ. ９　 Ｄｅｓｉｇｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｆｉｘｅｄ ｂｅａｍ

截取固支梁上方 ２. ０ ｍ × １. ０ ｍ 区域的声压级

分布来比较优化结果ꎬ如图 １０ 所示ꎮ 可以看出ꎬ优
化后的外声场声压得到明显降低ꎮ 图中的等值线上

数值表明ꎬ初始设计的辐射声场最大声压级达到

１００ ｄＢꎬ且占据固支梁上方的大部分区域ꎬ优化构型

的最大辐射声压级降低至 ６５ ｄＢꎬ降低幅度约 ３５％ ꎮ
图 １１显示了两种模型在不同激励频率下的声功率

级曲线ꎬ激励频率位于初始设计模型的第 ２ 个响应

峰值处ꎬ优化后的结构辐射声功率峰值频率降低ꎬ避
开激励频率所在位置ꎬ使其位于响应谷值附近ꎬ声功

率级从初始的 ７０. ６ ｄＢ 降低至 ５４. ７ ｄＢꎬ降低幅度达

２２. ５％ ꎮ 图 １２ 为优化迭代曲线ꎬ与前文一致ꎬ迭代

曲线平缓ꎬ结构拓扑形式未发生突变ꎬ说明本文算法

的稳定性较好ꎮ

图 １０　 优化前、后结构拓扑和声压级分布

Ｆｉｇ. １０　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ａｎｄ ｓｏｕｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｌｅｖｅｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

图 １１　 声功率频率响应曲线

Ｆｉｇ. １１　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｏｕｎｄ ｐｏｗｅｒ

图 １２　 目标函数和约束体积的优化迭代曲线

Ｆｉｇ. １２ 　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｖｏｌｕｍｅ
ｆｒａｃｔｉｏｎ

４　 结　 论

１)建立的含内部声场的强耦合有限元 /边界元

模型计算精度较高ꎬ可用于求解耦合系统的声辐射

问题ꎮ
２)提出的直接求导法与经典的伴随变量法得

到的优化结果一致ꎬ且鲁棒性较好ꎮ
３)本文的线性化刚度模型和灵敏度分析法适

用于不同结构材料与声介质问题ꎬ因此使用本文的

优化算法可以得到最优拓扑ꎮ
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