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固定鸭舵双旋弹角运动特性与控制稳定性研究
赵新新， 史金光， 王中原， 张　 宁

（南京理工大学 能源与动力工程学院，南京 ２１００９４）

摘　 要： 为深入理解固定鸭舵双旋弹的弹道修正力学本质，对固定鸭舵控制下的角运动特性和控制稳定性进行了研究。 依据

弹箭外弹道学知识，建立固定鸭舵双旋弹的复攻角运动方程，推导出起控后舵面控制力项对应的特解以及由此产生的起始扰

动项对应的通解表达式，从理论上阐述了固定鸭舵起控后双旋弹复攻角运动是由复动力平衡角、复控制平衡角的强迫角运动

和舵控起始扰动产生的自由角运动综合构成的运动，基于此提出了固定鸭舵双旋弹的控制稳定性条件，并通过求解舵面控制

力和复扰动攻角引起的复偏角运动，分析了固定鸭舵双旋弹弹道修正的力学本质。 控制固定鸭舵在不同滚转角方位时的弹

道数值计算结果表明，理论推导的角运动解析解与数值解在频率和幅值上基本吻合，验证了本文推导的复攻角运动方程及其

解析解和建立的控制稳定性条件合理可行，为该类弹丸的研制提供了理论依据与设计参考。
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　 　 随着信息技术的快速发展，现代战争形式发生

巨大演变，对常规弹药的打击精度提出了更高要求，
基于传统弹药改装而来的弹道修正弹便由此应运而

生，并先后基于阻力器、脉冲发动机和鸭舵等执行机

构衍生出多种修正弹类型［１－２］。 固定鸭舵双旋弹正

是基于鸭舵机构发展起来的一种新型弹道修正弹，
其由滚动轴承将装有固定鸭舵的前体和高旋后体联

接起来，通过一对差动舵产生的反转力矩使前体在

弹丸发射后快速减旋，从而消除了弹体转速过快给

姿态测量和机构动作造成的不利影响［３－４］。
２０ 世纪 ７０ 年代，Ｒｅｇａｎ 等［５］率先提出了双旋弹

的概念并就其气动特性和弹道特性作了初步研究。



此后国外相关机构和学者从动力学建模和控制特性

分析等角度出发对双旋弹开展了大量研究，其中

Ｃｏｓｔｅｌｌｏ 等［６］在考虑前体与后体相互作用的基础上

建立了双旋弹的动力学模型；法德圣路易斯研究

所［７－９］在双旋弹风洞试验、弹道特性分析和控制系

统设计等方面开展了系统研究；Ｊａｅｍｉｎ 等［１０］基于神

经网络技术提出了一种双旋弹自适应控制方法，并
对其有效性进行了仿真分析。 国内对双旋弹的研究

起步较晚，郝永平等［１１］ 和纪秀玲等［１２］ 提出了固定

翼双旋弹的修正模型并进行了气动特性分析；许诺

等［１３－１４］利用角运动方程对固定鸭舵双旋弹的动力

学特性进行了分析，并基于周期平均原理研究了其

弹道修正方法；常思江等［１５－１６］分析了鸭舵式双旋弹

的飞行原理，对其强迫角运动和在重力及鸭舵控制力

作用下的动态响应规律作了研究；张鑫等［１７］ 基于对

修正组件电气系统和机械系统的分析，建立了滚转通

道控制模型。 关于双旋弹的飞行稳定性问题，近年来

相关学者主要围绕其动态稳定性展开研究。 其中，
Ｚｈｕ 等［１８］利用 Ｈｕｒｗｉｔｚ 方法研究了该类弹丸的动态

稳定性条件；马国梁等［１９－２０］ 在考虑前体滚转角任意

时变时，基于范数概念提出了固定鸭舵双旋弹的绝对

稳定性判据，并对其控制效果作了分析。 但是对于动

态稳定的弹丸，攻角过大也会使其飞行特性变差，特
别是对固定鸭舵双旋弹，在考虑鸭舵控制时，复攻角

的幅值始终较大，且最大值不再仅由复动力平衡角决

定，因此有必要在理解舵面控制力对弹丸角运动影响

的基础上，就其控制稳定性作进一步研究。
本文沿袭常规旋转稳定弹的稳定性分析方法，

拟对固定鸭舵双旋弹的角运动特性和控制稳定性展

开研究。 首先在增加舵面控制力和力矩的条件下，
通过建立固定鸭舵双旋弹的复攻角运动方程并对其

求解，从理论上直观阐述固定鸭舵双旋弹起控后复

攻角运动的形成机理。 据此，基于攻角的幅值有限

性条件提出该类弹丸的控制稳定性条件，并给出复

控制平衡角幅值允许限的确定方法，所得结果对该

类弹丸的稳定性分析与设计具有工程实践参考意

义。 最后通过弹道数值计算对起控后复攻角运动形

成机理和控制稳定性条件的合理性进行验证；通过

讨论前体滚转角与复扰动攻角和复偏角运动的相位

关系，分析固定鸭舵双旋弹弹道修正的力学本质，解
释其在相同控制条件下沿不同方向的弹道修正能力

并不完全相等的原因。

１　 弹道建模

１．１　 基本假设

如图 １ 所示，固定鸭舵双旋弹的修正执行机构

位于弹丸前体，由两对固定舵面组成。 其中一对同

向布置的固定舵为操纵舵面，提供弹道修正所需的

控制力和力矩，舵偏角为 δＤ； 一对反向布置的差动

舵为减旋舵面，用于产生反转力矩使前体在弹丸发

射后转速下降，斜置角为 δＦ。

后体

舵片1

舵片2(4)

舵片3

舵片2

前体

舵片4

舵片1

舵片3

（ａ） 主视图　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） 侧视图　 　

图 １　 固定鸭舵结构示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｉｘｅｄ ｃａｎａｒｄ

　 　 无控飞行时，前体在反转力矩作用下会快速减

旋到某一平衡转速［１６］，其值通常较小 （为几转每

秒），这样由前体产生的陀螺效应和马格努斯效应

较弱，一般可以忽略。 因此为简化问题，将舵偏角为

零时由攻角产生的舵面力合并到弹体气动力中，固
定鸭舵双旋弹在弹道飞行中所受的空气动力和力矩

包括由高旋弹体产生的力和力矩以及由固定鸭舵产

生的力和力矩两部分。
１．２　 坐标系定义及转换

为便于对作用在固定鸭舵双旋弹上的力和力矩

进行分析，本文引入的正交直角坐标系包括：基准坐

标系 ＯｘＮｙＮｚＮ（Ｎ）、弹道坐标系 Ｏｘ２ｙ２ｚ２（Ｖ）、弹轴坐

标系 Ｏξηζ（Ａ）、第二弹轴坐标系 Ｏξη２ζ２ （Ａ２）、弹体

坐标系 Ｏｘ１ｙ１ｚ１（Ｂ） 和前体坐标系 ＯＦｘＦｙＦｚＦ（Ｆ）。 其

中前体坐标系由弹轴坐标系绕 Ｏξ轴向右旋转 γＤ 角

而来，二者间的转换矩阵为

ＬＦＡ ＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓ γＤ ｓｉｎγＤ

０ － ｓｉｎ γＤ ｃｏｓ γＤ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（１）

其它坐标系的定义和转换关系详见文献［２１］。
１．３　 弹体空气动力和力矩

考虑到弹丸所受空气动力和力矩依据弹丸相对

空气的速度进行计算，在此给出考虑风速 ｗ 时相对

速度的表达式为

ｖｒ ＝ ｖ － ｗ （２）
　 　 为便于确定空气动力和力矩矢量的方向，在此

引入相对攻角平面和相对攻角的概念［２１］。 旋转稳

定弹的相对攻角一般为一小量，其计算方法为

αｒ ＝ ａｒｃｃｏｓ（ｖｒ·ξ ／ ｖｒ） （３）
式中： ｖｒ ＝ ｖｒ ，ξ 为 Ｏξ 轴上的单位向量。
１．３．１　 弹体空气动力

忽略较小的马格努斯力对质心运动的影响，可
以将作用在弹体上的空气动力在相对攻角平面内分
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解为沿速度反方向的阻力和垂直于速度且在弹轴一

侧的升力，得到弹体空气动力的矢量表达式为

Ｆｘ ＝
１
２
ρＳｃｘｖｒ（ － ｖｒ）

Ｆｙ ＝
１
２
ρＳｃｙｖｒ × （ξ × ｖｒ） ／ ｓｉｎ αｒ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４）

式中： ρ 为空气密度，取炮兵标准气象条件； Ｓ ＝
πｄ２ ／ ４ 为特征面积， ｄ 为弹径； ｃｘ ＝ ｃｘ０ １ ＋ ｋ１α２

ｒ( ) 为

弹体阻力系数， ｃｘ０ 和 ｋ１ 分别是弹体零升阻力系数

和诱导阻力系数； ｃｙ 为弹体升力系数，小攻角下取

ｃ′ｙδ ｒ，ｃ′ｙ 为弹体升力系数对攻角的导数。
１．３．２　 弹体空气动力矩

忽略气动偏心和动不平衡，旋转稳定弹在飞行过

程中受到的空气动力矩主要包括：翻转力矩、赤道阻尼

力矩、极阻尼力矩和马格努斯力矩，其表达式分别为

Ｍｚ ＝
１
２
ρｖｒＳｌｍ′ｚ（ｖｒ × ξ） ／ ｓｉｎα ｒ

Ｍｚｚ ＝ －
１
２
ρｖｒＳｌｄｍ′ｚｚω１

Ｍｘｚ ＝ －
１
２
ρｖｒＳｌｄｍ′ｘｚω ξξ

Ｍｙ ＝
１
２
ρＳｌｄω ξｍ″

ｙδ ｒξ × （ξ × ｖｒ） ／ ｓｉｎα ｒ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（５）

式中： ｌ为弹长；ω１ 为弹轴摆动角速度； ω ξ ≈γ·为弹

轴自转角速度； ｍ′ｚ 为翻转力矩系数对 α ｒ 的导数；
ｍ′ｚｚ 为赤道阻尼力矩系数对 ｌω １ ／ ｖｒ 的导数； ｍ′ｘｚ 为

极阻尼力矩系数对 γ·ｄ ／ ｖｒ 的导数； ｍ″
ｙ 为马格努斯力

矩系数对 γ·ｄ ／ ｖｒ 和 α ｒ 的二阶偏导数。
１．４　 固定鸭舵产生的力和力矩

１．４．１　 操纵舵

将舵偏角为零时由攻角产生的舵面力合并到弹

体气动力中，一对操纵舵由舵偏角引起的舵面升力

指向 ＯＦｙＦ 轴，其表达式为

ＦδＤｙＦ
＝ １

２
ρｖ２ｒ Ｓｃ′ｙδδＤ （６）

式中 ｃ′ｙδ 为一对操纵舵升力系数导数。
考虑弹丸质心运动是在弹道坐标系下进行分析

的，利用前体坐标系到弹道坐标系的转换矩阵 ＬＶＦ

将一对操纵舵由舵偏角引起的舵面升力投影到弹道

坐标系下，其矩阵形式为

ＦδＤｘ２ ＦδＤｙ２ ＦδＤｚ２[ ]
Τ ＝ ＬＶＦ ０ ＦδＤｙＦ ０[ ]

Τ （７）
将上式展开，等号左边各参数的表达式分别为

　 ＦδＤｘ２
＝ ＦδＤｙＦｃｏｓγＤ（ － ｓｉｎαｃｏｓγＡ ＋ ｓｉｎβｃｏｓαｓｉｎγＡ） ＋

　 　 ＦδＤｙＦｓｉｎγＤ（ － ｓｉｎαｓｉｎγＡ － ｓｉｎβｃｏｓαｃｏｓγＡ）
　 ＦδＤｙ２

＝ ＦδＤｙＦｃｏｓγＤ（ｃｏｓαｃｏｓγＡ ＋ ｓｉｎβｓｉｎαｓｉｎγＡ） ＋
　 　 ＦδＤｙＦｓｉｎγＤ（ｃｏｓαｓｉｎγＡ － ｓｉｎβｓｉｎαｃｏｓγＡ）
ＦδＤｚ２

＝ ＦδＤｙＦ ｓｉｎγＤｃｏｓβｃｏｓγＡ － ｃｏｓγＤｃｏｓβｓｉｎγＡ( )

式中 α、β 和 γＡ 均为小量，分别表示高低攻角、方向

攻角和弹轴坐标系相对第二弹轴坐标系的滚转角。
忽略其中小量影响，化简得到

ＦδＤｘ２
＝ ０，ＦδＤｙ２

＝ ＦδＤｙＦｃｏｓγＤ，ＦδＤｚ２
＝ ＦδＤｙＦｓｉｎγＤ （８）

式中： ＦδＤｙ２ 和 ＦδＤｚ２ 合力等于 ＦδＤｙＦ， 记为舵面控制

力； γＤ 为控制方向。
设舵面压心到弹丸质心的距离为 ＬＤ， 一对操纵

舵产生的控制力矩指向 ＯＦｚＦ 轴，其在弹轴坐标系下

的分量形式为

ＭδＤξ

ＭδＤη

ＭδＤζ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝ Ｌ －１
ＦＡ

０
０

ＦδＤｙＦＬＤ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

０
－ ＦδＤｙＦＬＤｓｉｎγＤ

ＦδＤｙＦＬＤｃｏｓγＤ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（９）

１．４．２　 差动舵

一对差动舵以斜置角 δ Ｆ 反向安装，由其产生的

舵面升力合力为零，但是会形成沿弹轴方向的反转

力矩，其表达式为

ＭｘδＦξ
＝ １

２
ρｖ２ｒ Ｓｌｍ′ｘδＦδＦ （１０）

式中， ｍ′ｘδ 为一对差动舵的反转力矩系数导数。
在一对差动舵作用下，弹丸前体减旋后与后体

发生相对转动，使弹体受到沿弹轴方向的滚转阻尼

力矩作用，其表达式为

ＭｘｚδＦξ
＝ ＣＦＡ（ωξδＦ

－ ωξ） （１１）
式中： ＣＦＡ 为折算了前体与后体相对滚转角运动摩

擦影响的阻尼力矩系数； ω ξδＦ 为前体滚转角速度。
１．５　 七自由度刚体弹道方程

为了能够对固定鸭舵双旋弹起控后的弹道特性

和角运动特性进行准确描述，根据牛顿第二定律和

动量矩定理，分别在弹道坐标系和弹轴坐标系下对

弹丸的质心运动和绕质心运动进行分析，并补充前

体滚转角运动方程，建立固定鸭舵双旋弹的七自由

度刚体弹道方程为

ｖ· ＝ Ｆｘ２
＋ ＦδＤｘ２

－ ｍｇｓｉｎθａｃｏｓψ２( ) ／ ｍ

θ·ａ ＝
１

ｍｖｃｏｓψ２
Ｆｙ２

＋ ＦδＤｙ２
－ ｍｇｃｏｓθａ( )

ψ·２ ＝ １
ｍｖ

Ｆｚ２
＋ ＦδＤｚ２

＋ ｍｇｓｉｎθａｓｉｎψ２( )

ｘ· ＝ ｖｃｏｓψ２ｃｏｓθａ，ｙ
· ＝ ｖｃｏｓψ２ｓｉｎθａ，ｚ

· ＝ ｖｓｉｎψ２

ω·ξ ＝ Ｍξ ＋ ＭｘｚδＦξ
( ) ／ Ｃ

ω·η ＝ Ｍη ＋ ＭδＤη
( ) ／ Ａ － Ｃ

Ａ
ωξωζ ＋ ω２

ζ ｔａｎφ２

ω· ζ ＝ Ｍζ ＋ ＭδＤζ
( ) ／ Ａ － Ｃ

Ａ
ωηωξ － ωηωζ ｔａｎφ２

φ·ａ ＝ ωζ ／ ｃｏｓφ２，φ
·

２ ＝ － ωη，γ
· ＝ ωξ － ωζ ｔａｎφ２

ω·ξδＦ
＝ ＭｘδＦξ

－ ＭｘｚδＦξ
( ) ／ ＣＦ，γ

·
Ｄ ＝ ωξδＦ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１２）
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式中： ｇ 为重力加速度；Ｃ 和 Ａ 分别为弹体极转动惯

量和赤道转动惯量；ＣＦ 为前体极转动惯量。

２　 角运动分析与控制稳定性条件

２．１　 角运动几何描述

基于外弹道基本假设，用下标 ｉ 表示理想弹道

参数，得到理想弹道方程组为

ｖ·ｉ ＝ － ０．５ρｖ２ｉ Ｓｃｘ ／ ｍ － ｇｓｉｎθｉ

θ·ｉ ＝ － ｇｃｏｓθｉ ／ ｖｉ
ｘ·ｉ ＝ ｖｉｃｏｓθｉ， ｙ·ｉ ＝ ｖｉｓｉｎθｉ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１３）

式中， θｉ 为理想弹道倾角，后文简写为 θ。
假设固定鸭舵双旋弹的七自由度刚体弹道与理

想弹道偏差较小，即认为其角运动也在理想弹道附

近进行。 引入复数平面对其角运动进行描述，可以

定义以下复数：
Φ ＝ φ１ ＋ ｉφ２， Ψ ＝ ψ１ ＋ ｉψ２， Δ ＝ α ＋ ｉβ （１４）

式中：Φ为复摆动角，Ψ为复偏角，分别描述七自由

度刚体弹道中弹轴和速度矢量相对于理想弹道切线

的空间方位； Δ 为复攻角，描述弹轴相对于速度矢

量的空间方位； φ１，φ２，ψ １，ψ ２，α，β 均为小量。
２．２　 复攻角运动方程

旋转稳定弹的角运动变化非常迅速，在一段弹

道上忽略其它量变化，基于小量假设可取近似关系：
ｖｉ ＝ ｖｒ ＝ ｖｒξ ＝ ｖｒｘ２ ≈ ｖ，

αｒ ／ ｓｉｎαｒ ＝ １，θａ ＝ θ，

φ·ａ ＝ ωζ，φ
·

２ ＝ － ωη，γ
· ＝ ωξ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１５）

　 　 将上式代入方程（１２）中 ２ ～ ３ 式和 ７ ～ ９ 式，再
利用方程（１３）消去其中 θ· 项，整理得到固定鸭舵双

旋弹复偏角方程和复摆动角方程分别为

Ψ· ＝ （ｂｘ ＋ ｂｙ）ｗ⊥ ＋ ｂｙｖΔ ＋ ｇ
ｖ
ｓｉｎ θΨ ＋

ＦδＤｙＦ

ｍｖ
ｅｉγＤ （１６）

Φ̈ ＋ ｋｚｚｖ － ｉ Ｃ
Ａ
γ·æ

è
ç

ö

ø
÷ Φ· － ｋｚｖ２ － ｉｋｙｖγ

·
( ) Δ ＋

ｗ⊥

ｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 － θ̈ ＋ ｉ Ｃ
Ａ
γ· － ｋｚｚｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ θ· ＋ １

Ａ
ＦδＤｙＦＬＤｅｉγＤ （１７）

式 中： ｗ⊥ ＝ ｗｙ２
＋ ｉｗｚ２，ｂｘ ＝ ０．５ρＳｃｘ ／ ｍ， ｂｙ ＝

０．５ρＳｃ′ｙ ／ ｍ，ｋｚｚ ＝ ０．５ρＳｌｄｍ′ｚｚ ／ Ａ， ｋｚ ＝０．５ρＳｌｍ′ｚ ／ Ａ，
ｋｙ ＝０．５ρＳｌｄｍ′ｙ ／ Ａ。

根据定义 Δ ＝ Φ － Ψ， 利用常规旋转稳定弹复

攻角方程的建立方法［２１］，忽略高阶小量，化简得到

固定鸭舵双旋弹以时间 ｔ 为自变量的复攻角方程为

Δ̈ ＋ ｂｙｖ ＋ｋｚｚｖ － ｉ
Ｃ
Ａ
γ·æ

è
ç

ö

ø
÷ Δ· － ｋｚｖ２ ＋ ｉ

Ｃ
Ａ
γ·ｂｙｖ －γ

·ｋｙｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú Δ＝

　 － θ̈ ＋ ｉ Ｃ
Ａ
γ· － ｋｚｚｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ θ· ＋

　 ｋｚｖ － ｉｋｙγ
·

( ) ＋ ｉ Ｃ
Ａ
γ· ｂｘ ＋ ｂｙ( )

é

ë
êê

ù

û
úú ｗ⊥ ＋

ｍｖＬＤ

Ａ
－ ｋｚｚｖ － ｂｘｖ － ｇｓｉｎθ

ｖ
＋ ｉ Ｃγ

·

Ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ＦδＤｙＦ

ｍｖ
ｅｉγＤ （１８）

利用 Δ· ＝Δ′ｖ和 Δ̈ ＝Δ″ｖ２ ＋ Δ′ｖ·将上式改写，得到

以弧长 ｓ 为自变量的线性变系数非齐次复攻角方程

为

Δ″ ＋ Ｈ － ｉＰ( ) Δ′ － Ｍ ＋ ｉＰＴ( ) Δ ＝ Ｇ ＋ Ｆ ＋ Ｗ
（１９）

式中， Ｇ，Ｆ，Ｗ 项分别表示重力、舵面控制力和横风

对复攻角运动的影响，其余各项与常规旋转稳定弹复

攻角方程含义一致。 推导得到各项表达式分别为

Ｈ ＝ ｋｚｚ ＋ ｂｙ － ｂｘ － ｇｓｉｎθ
ｖ２

，Ｐ ＝ Ｃγ·

Ａｖ
，Ｍ ＝ ｋｚ

Ｔ ＝ ｂｙ － Ａ
Ｃ
ｋｙ，Ｇ ＝ － θ̈

ｖ２
－ ｋｚｚ － ｉＰ( )

θ̇
ｖ

Ｗ ＝ ｋｚ ＋ ｉ ｂｘ ＋ ｂｙ － Ａ
Ｃ
ｋｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｐé

ë
êê

ù

û
úú

ｗ⊥

ｖ

Ｆ ＝
ｍＬＤ

Ａ
－ ｋｚｚ － ｂｘ － ｇｓｉｎθ

ｖ２
＋ ｉ Ｃγ

·

Ａｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ＦδＤｙＦ

ｍｖ２
ｅｉγＤ

　 　 假设在某一小段弹道上，上述系数变化较小可近

似为常数，则方程（１９）变为线性常系数非齐次方程。
２．３　 固定鸭舵控制下复攻角方程的解

固定鸭舵双旋弹进行弹道修正时，通过控制前

体滚转角来改变舵面控制力和力矩的方向。 不考虑

横风影响，根据方程（１９）可知包含重力项和舵面控

制力项的线性非齐次复攻角方程为

　 Δ″ ＋ Ｈ － ｉＰ( ) Δ′ － Ｍ ＋ ｉＰＴ( ) Δ ＝ Ｆ ＋ Ｇ （２０）
　 　 方程的解为

Δ ＝ Ｃ１ｅｌ１ｓ ＋ Ｃ２ｅｌ２ｓ ＋ ΔＦ ＋ ΔＧ （２１）
式中：前两项为齐次方程的通解，描述了复攻角的自

由角运动， ｌ１，２ ＝ λ １，２ ＋ ｉϕ１，２ 是特征方程的根， Ｃ１，２ 是

由起始条件决定的待定常数；后两项分别为舵面控

制力和重力引起的非齐次方程的特解，描述了复攻

角的强迫角运动，即复平衡攻角的变化规律。
依据弹箭飞行稳定性基本原理，对于动态稳定

的弹丸，由起始条件决定的自由角运动会逐渐衰减

为零。 因此在起控前，固定鸭舵双旋弹的复攻角运

动主要由重力引起的强迫角运动决定，数值上约为

ΔＧ； 起控后，复平衡攻角在舵面控制力和重力综合

作用下变为 （ΔＦ ＋ ΔＧ）。 易见，在开始控制的瞬间，
复攻角与复平衡攻角之间出现差值

Δτ ＝ － ΔＦ （２２）
　 　 将 Δτ 记为由 ΔＦ 引起的起始扰动，起控后固定

鸭舵双旋弹的复攻角运动是由起始扰动产生的自由
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角运动和复平衡攻角综合作用的结果。
现将起控时的弹道点记为 ｓ ＝ ０， 分别对固定鸭

舵双旋弹起控后复攻角运动的自由角运动和强迫角

运动进行求解。
２．３．１　 自由角运动

由于舵面控制力仅作用于复攻角方程的非齐次

项，因此可以直接给出式（２０）齐次方程的特征根为

ｌ１，２ ＝ － Ｈ ＋ ｉＰ ± ４Ｍ ＋ Ｈ２ － Ｐ２ ＋ ２ｉＰ ２Ｔ － Ｈ( )[ ] ／ ２
（２３）

整理得到分离实部和虚部后的形式为

λ１，２ ＝
１
２ － Ｈ ± α∗ ＋ α∗ ２ ＋ β∗ ２( ) ／ ２( )

ϕ１，２ ＝ １
２ Ｐ ± α∗ ＋ α∗ ２ ＋ β∗ ２( ) ／ ２( )

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２４）

式中： α∗ ＝ ４Ｍ ＋ Ｈ２ － Ｐ２，β∗ ＝ ２Ｐ（２Ｔ － Ｈ）。
将 ｌ１，２ 代入式（２１）的前两项，由起始条件 Δτ ＝

－ ΔＦ 和 Δ′τ ＝ ０ 可以确定

Ｃ１，２ ＝ －
λ ２，１ ＋ ｉω ２，１

λ １，２ － λ ２，１( ) ＋ ｉ ω １，２ － ω ２，１( )
Δτ （２５）

因此由 Δτ 引起的自由角运动的解为

Δ０ ＝ Ｃ１ｅｌ１ｓ ＋ Ｃ２ｅｌ２ｓ （２６）
２．３．２　 强迫角运动

利用常数变易法对固定鸭舵双旋弹的强迫角运

动进行求解，可以假设特解 ΔＧ 和 ΔＦ 仍有式（２６）的
形式，其中 Ｃ１，２ 变为弧长 ｓ 的待定函数。

首先将 ΔＧ 代入包含重力项的非齐次复攻角方

程，并补充限定条件 Ｃ′１ｅｌ１ｓ ＋ Ｃ′２ｅｌ２ｓ ＝ ０，在零起始条

件下求得

Ｃ１，２（ｓ）＝ ± １
ｌ１ － ｌ２

θ̈
ｌ１，２ｖ２

＋
ｋｚｚ － ｉＰ( )

ｌ１，２ｖ
θ
·
＋ θ̈
ｌ１，２ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｅ－ｌ１，２ｓ

（２７）

式中， θ̈ ＝ ｇｓｉｎθ
ｖ

θ· ＋ ｇｃｏｓθ
ｖ２

ｖ·。 将 Ｃ１，２（ ｓ） 代入式

（２６），得到特解 ΔＧ 满足关系式

　 － Ｍ ＋ ｉＰＴ( ) ΔＧ ＝ － θ̈
ｖ２

－
ｋｚｚ － ｉＰ( )

ｖ
×

θ· ＋ Ｈ － ｉＰ
Ｍ ＋ ｉＰＴ

θ̈
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２８）

此式表明，由攻角 ΔＧ 产生的翻转力矩与 θ· 产生的陀

螺力矩相平衡，故称 ΔＧ 为复动力平衡角。
由于 Ｐ２Ｔ２ ≪Ｍ２， 且对于旋转稳定弹，阻尼力矩

项远小于陀螺力矩项，即 Ｈ ≪ Ｐ，ｋｚｚ ≪ Ｐ， 故可以略

去 Ｈ 和 ｋｚｚ 整理得到复动力平衡角为

ΔＧ ＝ ａ ＋ ｉｂ
Ｍ ＋ ｉＰＴ

（２９）

式中： ａ ＝ θ̈
ｖ２

－ Ｐ２ θ̈
Ｍｖ２

，ｂ ＝ Ｐθ·

ｖ
－ Ｐ３Ｔθ̈
Ｍ２ｖ２

。

对式（２９）进行变换，使分母实数化，得到由重

力引起的强迫角运动的解为

ΔＧ ＝ ａＭ ＋ ｂＰＴ( ) ２ ＋ ｂＭ － ａＰＴ( ) ２

Ｍ２ ｅｉφＧ（３０）

式中 φＧ ＝ ａｔａｎ ｂＭ － ａＰＴ
ａＭ ＋ ｂＰＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。

由于 ｂＭ － ａＰＴ ≪ ａＭ ＋ ｂＰＴ ＜ ０， 则 φＧ 接近

９０°，故复动力平衡角的高低分量远小于方向分量。
同理，利用常数变易法对舵面控制力引起的强

迫角运动进行求解，得到 ΔＦ 满足关系式

　 － Ｍ ＋ ｉＰＴ( ) ΔＦ ＝
ＦδＤｙＦ

ｍｖ２
ｅｉγＤ ×

ｍＬＤ

Ａ
－ ｋｚｚ － ｂｘ －é

ë
ê
ê

　 　
ｇ
ｖ２

ｓｉｎθ ＋ Ｈ － ｉＰ
Ｍ ＋ ｉＰＴ

ｃｏｓθθ·

ｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｉ Ｃγ

·

Ａｖ
ù

û
ú
ú （３１）

此式表明，由攻角 ΔＦ 产生的翻转力矩与 ＦδＤｙＦ 产生

的控制力矩相平衡，故称 ΔＦ 为复控制平衡角。
为书写方便，引入符号

ｃ ＝
ｍＬＤ

Ａ
－ ｋｚｚ － ｂｘ － ｇｓｉｎθ

ｖ２
－ Ｐ２Ｔｇｃｏｓθθ

·

Ｍ２ｖ３
，

ｄ ＝ Ｃγ
·

Ａｖ
＋ Ｐｇｃｏｓθθ

·

Ｍｖ３
，ＫδＤ

＝
ＦδＤｙＦ

ｍｖ２

式（３１）进行变换，使分母实数化，得到由舵面

控制力引起的强迫角运动的解为

ΔＦ ＝ ｃＭ ＋ ｄＰＴ( ) ２ ＋ ｄＭ － ｃＰＴ( ) ２

Ｍ２ ＫδＤｅ
ｉ γＤ＋π ＋φＦ( )

（３２）

式中 φＦ ＝ ａｔａｎ ｄＭ － ｃＰＴ
ｃＭ ＋ ｄＰＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。

由于 ｄ ≪ ｃ 且 ｄＭ － ｃＰＴ( ) ≪ ｃＭ ＋ ｄＰＴ( ) ，则
φＦ 为一较小的角度，故复控制平衡角的相位与控制

方位近似成 １８０°，相差较小的角度 φＦ。
至此，得到重力和控制力引起的非齐次方程的特

解 ΔＧ 和 ΔＦ。 将 Δτ ＝ － ΔＦ 代入式（２５） ～（２６），可以

求得固定鸭舵双旋弹起控后的自由角运动 Δ０， 其为

典型的二圆运动，对于动态稳定的弹丸随弧长逐渐衰

减； ΔＧ 和 ΔＦ 叠加组成固定鸭舵双旋弹起控后的强迫

角运动，反映了复平衡攻角，即自由角运动的中心在

复数平面上的变化规律；将自由角运动与强迫角运动

叠加即为起控后复攻角运动的完整解析解。
２．４　 控制稳定性条件

根据对固定鸭舵双旋弹起控后复攻角运动形成

机理的分析可知，要使固定鸭舵双旋弹满足动态稳

定性条件，必须使起始扰动产生的自由角运动收敛，
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即要求特征根的实部均小于 ０。 根据式 （ ２３） 和

（２４）可知，起控前动态稳定的双旋弹满足 λ１，２ ＜ ０，
表明固定鸭舵引起的Ｍ项和Ｔ项增量均不超过某一

界限值。 同时，为保证起控后固定鸭舵双旋弹在飞

行过程中攻角较小，还须满足攻角的幅值有限性条

件，根据式（２５）和（２６）可知，即保证起始攻角不宜

过大，这就要求对 Δτ 的幅值进行限制。
由于 Δτ ＝ － ΔＦ， 且根据式（３１）可知，舵面控制

力幅值越大，同一弹道点上对应的控制力矩就越大，
在弹体气动特性一定的条件下控制平衡角就越大。
因此，为了使固定鸭舵双旋弹起控后具有良好的控

制稳定性，必须限制复控制平衡角的幅值。 根据式

（３２），复控制平衡角的幅值为

　 ΔＦ ＝ ｃＭ ＋ ｄＰＴ( ) ２ ＋ ｄＭ － ｃＰＴ( ) ２

Ｍ２ ＫδＤ （３３）

定义 αＤｍ 为复控制平衡角的幅值允许限，固定

鸭舵双旋弹的控制稳定性条件可以写为

ΔＦ ｍａｘ ＜ αＤｍ （３４）
　 　 由于复动力平衡角在弹道顶点附近达到最大，故
在弹道顶点附近起控时， αＤｍ 的取值应满足关系式

αＤｍ ＋ αＰｍ ＜ αｍａｘ （３５）
式中： αＰｍ 为弹道顶点处复动力平衡角的幅值； αｍａｘ

为复攻角幅值的允许限，一般取 １２° ～１５°。

３　 弹道数值计算分析

３．１　 计算条件

本文以某 １５５ ｍｍ 固定鸭舵双旋弹作为研究对

象，在炮兵标准气象条件下进行弹道数值计算分析，
弹丸主要物理参数如表 １ 所示。 仿真条件设为：初
速 ｖ０ ＝ ９３０ ｍ ／ ｓ， 初始转速 γ·０ ＝ １ ８８５ ｒａｄ ／ ｓ， 弹道倾

角初值 θ０ ＝ ５２°，其余状态参数初值为 ０。 由于固定

鸭舵双旋弹气动参数相较原弹的区别主要源于固定

鸭舵，因此给出一对操纵舵升力系数导数如图 ２
所示。

表 １　 弹丸物理参数

Ｔａｂ．１　 Ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅ

ｍ ／ ｋｇ ｌ ／ ｍ Ａ ／ （ｋｇ·ｍ２） Ｃ ／ （ｋｇ·ｍ２） ＬＤ ／ ｍ δＤ ／ （°）

４５．５０ ０．９０２ １．７９２ ０．１６３ ０．４９６ ６
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图 ２　 固定鸭舵升力系数导数

Ｆｉｇ．２　 Ｌｉｆｔ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｆ ｆｉｘｅｄ ｃａｎａｒｄ

３．２　 计算结果分析

３．２．１　 起控前固定鸭舵对复攻角运动的影响

基于上述计算条件，利用建立的七自由度刚体

弹道方程对全弹道无控飞行时的某 １５５ ｍｍ 固定鸭

舵双旋弹进行弹道仿真，并与利用经典六自由度刚

体弹道方程对常规旋转稳定弹的弹道仿真结果进行

比较，图 ３ 给出了二者的复攻角运动曲线。

常规旋转稳定弹
固定鸭舵双旋弾

0.8

0.6

0.4

0.2

0
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-0.4
0 1 2 3 4 5

α/
�(?
)

β/�(?)
图 ３　 无控飞行时复攻角运动曲线

Ｆｉｇ．３　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ａｔｔａｃｋ ａｎｇｌｅ ｍｏｔｉｏｎ ｉｎ ｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｆｌｉｇｈｔ

　 　 对于动态稳定的弹丸，自由角运动在弹道初始

段已经逐渐衰减为零，因此图 ３ 中曲线近似为复动

力平衡角运动曲线。 结果表明：无控飞行时固定鸭

舵双旋弹复攻角的幅值小于常规旋转稳定弹。 分析

式（３０）可知，这主要与合并到弹体上的舵面力使翻

转力矩显著增大有关，图 ４ 给出的翻转力矩项 Ｍ 随

弹道弧长的变化曲线验证了这一结论。
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图 ４　 翻转力矩项变化曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｏｖｅｒｔｕｒｎｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ｔｅｒｍ

　 　 根据式（２３）可知，翻转力矩增大必然使弹丸动

态稳定性降低，这为前文基于动态稳定性条件提出

固定鸭舵双旋弹的控制稳定性条件提供了依据。
３．２．２　 起控后固定鸭舵对复攻角运动的影响

根据前文分析，起控后固定鸭舵对复攻角运动

的影响主要体现在复控制平衡角运动及其引起的自

由角运动两个方面。 考虑到弹丸在 ４２ ｓ 时到达弹

道顶点附近，图 ５ 和图 ６ 给出了 Ｔ０ ＝ ４２ ｓ，前体滚转

角分别取 ０°，９０°，１８０°和 ２７０°时，固定鸭舵双旋弹

从开始控制到弹道结束时复攻角运动的解析解。
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图 ５ 为起控后复控制平衡角运动曲线，结果表

明：１）复控制平衡角的相位与前体滚转角相差约

１８０°，偏差值较小；２）相较于复动力平衡角的变化量

来说，复控制平衡角的幅值和相位基本保持不变，故
可以近似为一常量。
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图 ５　 起控后复控制平衡角运动曲线

Ｆｉｇ． ５ 　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｏｎｔｒｏｌ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ａｔｔａｃｋ ａｎｇｌｅ
ｍｏｔｉｏｎ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｔａｒｔｓ

　 　 图 ６ 为复控制平衡角引起的自由角运动曲线。
当前体滚转角取不同值时，自由角运动随弹道弧长

逐渐衰减的趋势和频率基本保持一致，在复数平面

内的起始位置由复控制平衡角决定，值为 － ΔＦ。
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图 ６　 起控后自由角运动曲线

Ｆｉｇ．６　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅ ａｔｔａｃｋ ａｎｇｌｅ ｍｏｔｉｏｎ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｔａｒｔｓ

　 　 由于舵面控制力对复动力平衡角不产生影响，
因此可以认为起控后固定鸭舵对复攻角运动的影响

是复控制平衡角和自由角运动的叠加，定义为复扰

动攻角。 图 ７ 给出了前体滚转角分别取 ０°，９０°，
１８０°和 ２７０°时的复扰动攻角运动曲线，其在复数平

面上是以复控制平衡角为中心的二圆运动，其中快

圆运动很快衰减为零，慢圆运动逐渐收敛于 ΔＦ，幅
值最大值约为 ２ ΔＦ 。
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图 ７　 起控后复扰动攻角运动曲线

Ｆｉｇ．７　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ａｔｔａｃｋ ａｎｇｌｅ ｍｏｔｉｏｎ ａｆｔｅｒ
ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｔａｒｔｓ

　 　 将复扰动攻角与复动力平衡角叠加，图 ８ 给出

了前体滚转角分别取 ０°，９０°，１８０°和 ２７０°时固定鸭

舵双旋弹起控制后完整的复攻角运动曲线。 可以看

到，通过解析法求得的复攻角运动与数值计算结果

在频率和幅值上基本吻合，表明前文对固定鸭舵双

旋弹起控后复攻角运动形成机理的分析具有一定合

理性，为建立固定鸭舵双旋弹的控制稳定性条件提

供了理论依据。
３．２．３　 弹道修正的力学本质

为了分析固定鸭舵双旋弹弹道修正的力学本

质，对复偏角方程（１６）进行求解，当仅考虑舵面控

制力和最大的升力项时，简化得到由舵面控制力和

复扰动攻角产生的复偏角方程为

ΔΨ′ ＝
ＦδＤｙＦ

ｍｖ２
ｅｉγＤ ＋ ｂｙ（ΔＦ ＋ Δ０） （３６）
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图 ８　 起控后复攻角运动曲线

Ｆｉｇ．８　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ａｔｔａｃｋ ａｎｇｌｅ ｍｏｔｉｏｎ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ
ｓｔａｒｔｓ

　 　 基于周期平均原理忽略 Δ０ 的影响，再根据

φＦ ≈０ 可以在小扰动假设下对上式积分得到

ΔΨ ＝ ｓ·（Ｋ － １）ＫδＤｅ
ｉ（γＤ＋π） （３７）

式中，

Ｋ ＝ ｂｙ ｃＭ ＋ ｄＰＴ( ) ２ ＋ ｄＭ － ｃＰＴ( ) ２ ／ Ｍ２ ＞ １。
将 ΔΨ 代入方程（１２）的 ４～６ 式，得到由 ΔΨ 引

起的惯性空间内各速度分量的增量形式为

Δｘ· ＝ ｃｏｓ ψ ２ ＋ Δψ ２( ) ｃｏｓ θ ａ ＋ Δψ １( ) － ｃｏｓψ ２ｃｏｓθ ａ

Δｙ· ＝ ｃｏｓ ψ ２ ＋ Δψ ２( ) ｓｉｎ θ ａ ＋ Δψ １( ) － ｃｏｓψ ２ｓｉｎθ ａ

Δｚ· ＝ ｓｉｎ ψ ２ ＋ Δψ ２( ) － ｓｉｎψ ２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３８）
式（３７） ～ （３８）表明：当前体滚转角固定不变

时，复偏角会向与前体滚转角近似相反的方向发生

偏转，使弹丸质心运动受到影响，从而实现弹道

修正。
根据 ψ １ ＝ θ ａ － θ， 图 ９ 给出了 γＤ 分别取 ０°，

９０°，１８０°和 ２７０°时固定鸭舵双旋弹复偏角运动曲

线，图 １０ 为对应的末端弹道曲线。 数值计算结果表

明：在固定方位的舵面控制力长时间作用下，复扰动

攻角的平衡相位与舵面控制力方向近似差 １８０°，复

偏角与弹丸质心位置会向与复扰动攻角近似相同的

方向发生偏转，这与式（３７）和式（３８）反映的规律

一致。
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图 ９　 起控后复偏角运动曲线

Ｆｉｇ．９　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｍｏｔｉｏｎ ａｆｔｅｒ
ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｔａｒｔｓ

　 　 此外，图 １０ 还给出了 γＤ 以 ３０°为间隔时的弹丸

落点散布，结果表明：在不同控制方位下，固定鸭舵

双旋弹的弹道修正能力不完全相同，修正方向也与

复偏角的偏转方向存在一定偏差。 这主要是由于弹

体自旋会产生陀螺效应和马格努斯效应，从而发生

惯性交联和气动交联，使弹丸纵向和侧向运动产生

耦合，这些耦合效应在不同控制方位下并不相同。
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图 １０　 有控飞行时末端弹道曲线

Ｆｉｇ．１０　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｅｒｍｉｎａｌ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｉｎ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｆｌｉｇｈｔ

４　 结　 论

本文通过建立七自由度刚体弹道方程，推导了

固定鸭舵双旋弹的复攻角运动方程及其解析解，研
究了固定鸭舵双旋弹起控后的角运动特性，所得主

要结论如下：
１）固定鸭舵双旋弹起控后的复攻角运动由复

动力平衡角、复控制平衡角的强迫角运动和舵控起

始扰动产生的自由角运动综合构成。
２）固定鸭舵双旋弹起控后复控制平衡角的相

位与固定鸭舵的控制方位近似成 １８０°，两者相差一

个较小的角度 φＦ。
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３）受动态稳定性条件的约束，在舵面控制力和

起始攻角幅值均不能过大的条件下，为使固定鸭舵

双旋弹具有良好的控制稳定性，必须限制控制平衡

角的幅值，即令 ΔＦ ｍａｘ ＜ αＤｍ， 且 αＤｍ ＋ αＰｍ ＜
αｍａｘ。

４）固定鸭舵通过产生固定方向的舵面控制力

和复扰动攻角，使复偏角运动近似向与复扰动攻角

平衡相位相同的方向发生偏转，从而实现弹道修正。
弹道数值计算分析表明，其在相同控制条件下沿不

同方向的弹道修正能力不完全相等。
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