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采用总荷载不变法的非静水压隧道摄动拓展解

张常光1,2,李宗辉1,关港辉1,孙　 松1

(1. 长安大学 建筑工程学院,西安 710061;2. 地质灾害防治与地质环境保护国家重点实验室(成都理工大学),成都 610059)

摘　 要: 为描述实际地应力场下隧道塑性区演化规律和支护设计原则,基于 Mohr-Coulomb 准则和弹 - 脆 - 塑性模型,采用总

荷载不变法并引入弹性区应力摄动解,建立了非静水压力下圆形隧道水平轴和竖向轴处的塑性区半径方程,继而利用几何相

似原理拓展至其他方位角处,并与文献总荷载不变法(以应力基尔希公式为基础)、Kastner 法、复变函数法和实测数据进行对

比,结合非关联流动法则推导塑性区位移解析解,探讨侧压力系数与脆性软化对隧道塑性区边界线、塑性区位移分布和围岩

特征曲线的影响特性。 结果表明:相比文献总荷载不变法和 Kastner 法,2 阶摄动解作为非静水压圆形隧道的弹性区应力表达

式更合理,且得到复变函数法的正确性验证;侧压力系数对隧道塑性区边界线的形状和范围均有明显影响,需针对具体方位

角选择支护类型和尺寸以调控收敛约束交点处的支护压力与围岩稳定变形;隧道塑性区半径和洞壁位移随围岩峰后强度的

降低而显著增加,宜使用弹 - 脆 - 塑性模型构建围岩特征曲线。
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Extended perturbation solutions of a non-hydrostatic pressure tunnel based
on total load invariant method
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Abstract: To describe the evolution law of tunnel plastic zone and the principle of support design under in-situ
stress field, this paper presented equations of plastic zone radius at horizontal and vertical axes of a circular tunnel
under non-hydrostatic pressure with the total load invariant method. The two equations were based on the Mohr-
Coulomb criterion and the elastic-brittle-plastic model, and a stress perturbation solution in the elastic zone was
introduced. Then, the equations were extended to other azimuth angles according to the geometric similarity
principle. The obtained equations of plastic zone radius were compared with the results of the total load invariant
method ( based on the Kirsch stress formulation ), Kastner method, complex variable function method, and
measured data. An analytical solution of plastic zone displacement was derived using the non-associated flow law.
Finally, parametric studies were performed to investigate the effects of lateral pressure coefficient and brittle
softening on the plastic boundary, distribution of plastic zone displacement, and ground response curve. Results
showed that the second-order perturbation solution taken as the stress equation in the elastic zone of a non-
hydrostatic tunnel was more reasonable than the total load invariant method and the Kastner method, and it was
verified against the complex variable function method. Lateral pressure coefficient had an obvious influence on the
shape and range of tunnel plastic boundary, so support type and size should be determined for specific azimuth
angles to control support pressure and stable rock deformation at the intersection point of convergence-confinement
analysis. Plastic zone radius and tunnel wall displacement increased significantly with the decrease in rock post-
peak strength, so the elastic-brittle-plastic model was suggested to calculate ground response curve.
Keywords: tunnel engineering; non-hydrostatic pressure; total load invariant method; perturbation method; brittle
softening
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　 　 在水利、交通、油气等设施建设中存在大量隧道

工程,实际又以水平地应力与竖向地应力存在明显

差异的非静水应力场为主,研究非静水压力下非圆

塑性区边界线、塑性区位移分布及围岩特征曲线对

隧道支护设计具有重要意义。 当围岩塑性区完全包

围隧道时,非静水压力下圆形隧道的塑性区应力可



联立围岩屈服条件和平衡微分方程获得,进而围岩

弹性区应力计算成为确定隧道塑性区半径和位移的

关键。 基于 Mohr-Coulomb 准则和理想弹 - 塑性模

型, 已 有 学 者 采 用 Kastner 法[1 - 7]、 复 变 函 数

法[8 - 12]、摄动法[13 - 15] 和总荷载不变法[16 - 18],探讨

了非静水压力下圆形隧道的弹性区应力和非圆塑性

区边界线。
Kastner[1]将非静水压圆形隧道纯弹性状态时

的应力基尔希公式,直接代入 Mohr-Coulomb 准则建

立隧道非圆塑性区的边界线方程。 赵志强等[2 - 6]基

于 Kastner 法提出隧道的蝶形塑性区理论,于学馥

等[7]考虑应力重分布改进了 Kastner 法。 需指出的

是,Kastner 法不计围岩弹塑性发展,也不顾非静水

压隧道的塑性区边界线不是圆形,而使用内边界要

求为 圆 形 孔 洞 的 应 力 基 尔 希 公 式。 Detournay
等[8 - 12]借助复变函数法将非圆形的隧道塑性区边

界保角映射为圆形,难点在于如何有效确定隧道弹

性区的应力复变函数形式及众多系数。 魏悦广

等[13 - 15]依据摄动法将隧道非圆塑性区边界和弹性

区应力求解转化为泰勒级数展开式,获得了精度较

高的围岩弹性区应力和类椭圆塑性区边界。 严克强

等[16 - 18]选择基尔希公式作为围岩弹性区应力表达

式,由总荷载不变法推导隧道水平轴和竖向轴处的

塑性区半径方程,并由几何相似原理给定其他方位

角处的,但弹性区应力基尔希公式的内边界非圆问

题依然存在。
总荷载不变法从基本的力平衡原理出发,理论

基础简单,易于被工程接受及实用推广,同时,以简

洁公式表达的围岩弹性区应力摄动解可逐阶逼近真

实结果达到高精度。 此外,峰后岩石强度常有一定

跌落,弹 -脆 -塑性模型相比理想弹 - 塑性模型更

适合描述岩石真实强度变化。 因此,针对非静水压

力作用下的圆形隧道,基于 Mohr-Coulomb 准则和

弹 -脆 -塑性模型并引入围岩弹性区应力的摄动

解,首先采用总荷载不变法建立水平轴与竖向轴处

的塑性区半径方程,继而利用几何相似原理拓展至

其他方位角处,对比文献总荷载不变法(以应力基

尔希公式为基础)、Kastner 法和复变函数法进行合

理性与正确性验证,结合非关联流动法则推导塑性

区位移解析解,探讨侧压力系数和脆性软化对隧道

塑性区边界线、塑性区位移分布以及围岩特征曲线

的影响规律。

1　 总荷载不变法

假定围岩为均匀、连续的各向同性材料,图 1 为

非静水压力下圆形隧道的平面应变力学模型,洞壁

处作用均匀支护力 pi,无穷远处作用竖向地应力 q、
水平地应力 λq,λ 为侧压力系数。 另外,a 为隧道半

径;Rp为塑性区半径;r 为某点到隧道中心的距离;θ
为方位角,以水平右半轴为起点、逆时针旋转为正。

图 1　 非静水压隧道力学模型(λ <1)
Fig. 1 　 Mechanical model of a non-hydrostatic pressure tunnel

(λ < 1)

对于非静水压力下圆形隧道的弹性区和塑性

区,由地应力的双轴对称性知在水平轴和竖向轴处

反对称的切应力恒为 0[16 - 18],进而可对隧道开挖

前 /后的围岩环向正应力进行积分。 总荷载不变法

依据最基本的力平衡原理,对非静水压圆形隧道分

为开挖前 /后围岩的竖向总荷载不变、开挖前 /后围

岩的水平向总荷载不变,由方位角 θ = 0°处(θ 面,存
在环向正应力,切应力为零)围岩竖向总荷载不变

可获得水平轴处塑性区半径 RH的求解方程,同理,
由方位角 θ = 90°处(θ 面,存在环向正应力,切应力

为零)围岩水平向总荷载不变可获得竖向轴处塑性

区半径 Rv的求解方程,下文将以沿水平轴的竖向总

荷载不变为例分析。
图 2 为非静水压力下圆形隧道在开挖前 /后沿

水平轴的围岩环向正应力分布,L 为计算范围。 隧

道开挖前水平轴处围岩竖向作用均匀竖向地应力

q,如图 2(a)所示;开挖后支护力 pi均匀地作用在洞

壁处,水平轴处塑性区存在环向正应力 σp
θ | θ =0°(上标 p

代表塑性区,下同),弹性区存在环向正应力 σe
θ | θ =0°

(上标 e 代表弹性区,下同),在弹 - 塑性交界处

图 2(b)中理想弹 -塑性模型的环向正应力连续,而
图 2(c)中弹 -脆 -塑性模型的环向正应力不连续。

依据竖向总荷载不变,得式(1a)中隧道开挖前

沿水平轴的围岩竖向总荷载 Q0与式(1b)中隧道开

挖后的围岩竖向总荷载 Q1相等。
Q0 = qL (1a)

Q1 = ∫
π
2

0
piasin θdθ + ∫RH

a
σp

θ | θ = 0° dr + ∫L
RH

σe
θ | θ = 0° dr

(1b)
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图 2　 沿水平轴的围岩环向正应力

Fig. 2　 Tangential normal stress of surrounding rock along horizontal axis

2　 应力解答

由式(1b)可知,计算隧道开挖后沿水平轴的围

岩竖向总荷载 Q1,需先求出水平轴处塑性区环向正

应力 σp
θ | θ = 0°和弹性区环向正应力 σe

θ | θ = 0°的表达式。
2. 1　 塑性区

采用 Mohr-Coulomb 准则描述围岩强度的弹 -
脆 - 塑性特征,其中式 (2) 对应围岩初始强度,
式(3)对应围岩峰后强度。

σ1 = Aiσ3 + B i (2)

Ai =
1 + sin φi

1 - sin φi
,B i =

2cicos φi

1 - sin φi

σ1 = Arσ3 + Br (3)

Ar =
1 + sin φr

1 - sin φr
,Br =

2crcos φr

1 - sin φr

式中:σ1为第一主应力,σ3为第三主应力,并以压应

力为正;Ai、B i、Ar、Br为方程参数;ci、φi为围岩初始

的黏聚力和内摩擦角(用于弹 - 塑性交界处弹性区

一侧的围岩强度);cr、φr为围岩峰后的黏聚力和内

摩擦角(用于隧道塑性区内的围岩强度)。
式(4)表示围岩主应力与各应力分量之间的关

系[19],其中,σr、σθ、τrθ分别为径向正应力、环向正应

力和切应力。

σ1 = 1
2 (σr + σθ) + 1

2 (σr - σθ) 2 + 4τ2
rθ (4a)

σ3 = 1
2 (σr + σθ) - 1

2 (σr - σθ) 2 + 4τ2
rθ (4b)

将式(4)分别代入式(2)和(3)得非静水压力下

隧道围岩初始 /峰后的强度关系式为

(1 + Ai) (σr - σθ) 2 + 4τ2
rθ =

(Ai - 1)(σr + σθ) + 2B i (5)

(1 + Ar) (σr - σθ) 2 + 4τ2
rθ =

(Ar - 1)(σr + σθ) + 2Br (6)
平衡微分方程为

∂σr

∂r + 1
r

∂τθr

∂θ +
σr - σθ

r = 0 (7a)

1
r

∂σθ

∂θ +
∂τrθ

∂r +
2τrθ

r = 0 (7b)

联立式(6)和(7),并结合图 1 隧道洞壁处的应

力边界条件,即 r = a 时,σr = pi、τrθ = 0,求得围岩塑

性区的应力为[20]

σp
r = pi +

Br

Ar - 1( ) r
a( )

Ar - 1

-
Br

Ar - 1 (8a)

σp
θ = Ar pi +

Br

Ar - 1( ) r
a( )

Ar - 1

-
Br

Ar - 1 (8b)

τp
rθ = 0 (8c)

2. 2　 弹性区

式(8b) 给出了水平轴处塑性区环向正应力

σp
θ | θ = 0°的精确表达式,在内边界非圆情况下弹性区

应力表达式就决定了围岩竖向总荷载 Q1 的计算精

度。 严克强等[16 - 18] 以不同方位角处的塑性区半径

圆形化弹性区的非圆内边界,并按内边界作用径向

压力 σe
r | r = Rp

,无穷远处地应力场分解为径向均匀压

力 λq 和竖向压力(1 - λ)q,求得以式(9)表示的基

尔希公式作为非静水压力下圆形隧道的围岩弹性区

应力表达式。

σe
r =

q
2 (1 + λ) 1 -

R2
p

r2( ) - (1 - λ) 1 - 4
R2

p

r2
+ 3

R4
p

r4( )cos 2θ ] +
R2

p

r2
σe

r[
r = Rp

(9a)

σe
θ =

q
2 (1 + λ) 1 +

R2
p

r2( ) + (1 - λ) 1 + 3
R4

p

r4( )cos 2θ ] -
R2

p

r2
σe

r[
r = Rp

(9b)

τe
rθ =

q
2 (1 - λ) 1 + 2

R2
p

r2
- 3

R4
p

r4( )sin 2θ (9c)

　 　 需注意的是,非静水压圆形隧道的塑性区并非

圆形,这与基尔希公式要求的圆形内边界不一致。
魏悦广等[13,15] 基于 Mohr-Coulomb 准则和理想

弹 -塑性模型,设摄动参数 ε = 1 - λ,并采用摄动法
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将非圆塑性区边界求解转化为泰勒级数展开式,以
逐阶逼近方式得到精度较高的围岩弹性区应力摄动

解,又因 2 阶摄动解满足精度要求且表达较 3 阶简

洁,引入式(10)表示的非静水压圆形隧道弹性区应

力 2 阶摄动解,其中,(1 - λ)、(1 - λ) 2项分别代表

ε1 阶摄动增量、ε2 阶摄动增量。

σe
r = q - (qsin φ + ccos φ)

R2
0

r2
- q(1 - λ)

2 1 -
R2

0

r2
+ 1 - 4

R2
0

r2
+ 3

R4
0

r4( )cos 2θ[ ] -

q2 (1 - λ) 2(1 - sin φ)
4(qsin φ + ccos φ)

3
2
R2

0

r2
+ 4

R2
0

r2
- 6

R4
0

r4( )cos 2θ + - 9
R4

0

r4
+ 10

R6
0

r6( )cos 4θ[ ] (10a)

σe
θ = q + (qsin φ + ccos φ)

R2
0

r2
- q(1 - λ)

2 1 +
R2

0

r2
- 1 + 3

R4
0

r4( )cos 2θ[ ] -

q2 (1 - λ) 2(1 - sin φ)
4(qsin φ + ccos φ) - 3

2
R2

0

r2
+ 6

R4
0

r4
cos 2θ + 3

R4
0

r4
- 10

R6
0

r6( )cos 4θ[ ] (10b)

τe
rθ = - q(1 - λ)

2 1 + 2
R2

0

r2
- 3

R4
0

r4( )sin 2θ +

q2 (1 - λ) 2(1 - sin φ)
2(qsin φ + ccos φ)

R2
0

r2
- 3

R4
0

r4( )sin 2θ + - 3
R4

0

r4
+ 5

R6
0

r6( )sin 4θ[ ] (10c)

式中:R0 = a[(1 + qtan φ / c)(1 - sin φ)]
2sin φ

1 - sin φ为静水

压力下理想弹塑性圆形隧道的塑性区半径(隧道未

构筑支护)。
对于弹 - 脆 - 塑性模型,弹 - 塑性交界处弹性

区一侧采用围岩初始强度参数,塑性区采用围岩峰

后强度参数,重新推导得非静水压力下弹 - 脆 - 塑

性圆形隧道弹性区应力的 2 阶摄动解为

　 　 　 　 　 　 　 σe
r = q -

q(Ai - 1) + B i

Ai + 1
R2

1

r2
- q(1 - λ)

2 1 -
R2

1

r2
+ 1 - 4

R2
1

r2
+ 3

R4
1

r4( )cos 2θ[ ] -

q2 (1 - λ) 2

2q(Ai - 1) + 2B i

3
2
R2

1

r2
+ 4

R2
1

r2
- 6

R4
1

r4( )cos 2θ + - 9
R4

1

r4
+ 10

R6
1

r6( )cos 4θ[ ] (11a)

　 　 　 　 　 　 　 σe
θ = q +

q(Ai - 1) + B i

Ai + 1
R2

1

r2
- q(1 - λ)

2 1 +
R2

1

r2
- 1 + 3

R4
1

r4( )cos 2θ[ ] -

q2 (1 - λ) 2

2q(Ai - 1) + 2B i
- 3

2
R2

1

r2
+ 6

R4
1

r4
cos 2θ + 3

R4
1

r4
- 10

R6
1

r6( )cos 4θ[ ] (11b)

　 　 　 　 　 　 　 τe
rθ = - q(1 - λ)

2 1 + 2
R2

1

r2
- 3

R4
1

r4( )sin 2θ +

q2 (1 - λ) 2

q(Ai - 1) + B i

R2
1

r2
- 3

R4
1

r4( )sin 2θ + - 3
R4

1

r4
+ 5

R6
1

r6( )sin 4θ[ ] (11c)

式中:R1 = a (Ar - 1)(2q - B i) + (Ai + 1)Br

(Ai + 1)Br + (Ai + 1)(Ar - 1)pi
[ ]

1
Ar - 1

为

静水压力下弹 - 脆 - 塑性圆形隧道的塑性区半径

(隧道未构筑支护)。

3　 塑性区半径

3. 1　 水平轴和竖向轴

将式(8b)和(11b)代入式(1b),并令 θ = 0°得

Q1 =
Br

(Ar - 1)aAr - 1 +
pi

aAr - 1[ ]RAr
H - q +

Br

Ar - 1( )RH + q(Ai - 1) + B i

Ai + 1 - q(1 - λ)
2 + 3q2 (1 - λ) 2

4q(Ai - 1) + 4B i
[ ]

R2
1

RH
+

q(1 - λ)
2 - 3q2 (1 - λ)2

2q(Ai -1) +2Bi
[ ]

R4
1

R3
H
+ q2 (1 - λ)2

q(Ai -1) + Bi

R6
1

R5
H
+ q(1 - λ)

2 -
q(Ai -1) + Bi

Ai +1 - 3q2 (1 - λ)2

4q(Ai -1) +4Bi
[ ]

R2
1

L +

3q2 (1 - λ) 2

2q(Ai - 1) + 2B i
- q(1 - λ)

2[ ]
R4

1

L3 - q2 (1 - λ) 2

q(Ai - 1) + B i

R6
1

L5 + qL (12)

　 　 依据沿水平轴的围岩竖向总荷载不变,将

式(1a)和(12)代入 Q1 = Q0,化简得非静水压力下

圆形隧道水平轴处的塑性区半径(RH)方程为

A1RAr
H + B1RH + C1 + D1R - 1

H + H1R - 3
H + I1R - 5

H = 0 (13)

A1 =
Br

(Ar - 1)aAr - 1 +
pi

aAr - 1,B1 = - q -
Br

Ar - 1

C1 =
q(1 -λ)

2 -
q(Ai -1) +Bi

Ai +1
- 3q2 (1 -λ)2

4q(Ai -1) +4Bi
[ ]

R2
1

L +
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3q2 (1 -λ)2

2q(Ai -1) +2Bi
- q(1 -λ)

2[ ]
R4

1

L3 - q2 (1 -λ)2

q(Ai -1) +Bi

R6
1

L5

D1 = q(Ai -1) +Bi

Ai +1
- q(1 -λ)

2 + 3q2 (1 -λ)2

4q(Ai -1) +4Bi
[ ]R2

1

H1 = q(1 - λ)
2 - 3q2 (1 - λ) 2

2q(Ai - 1) + 2B i
[ ]R4

1

I1 = q2 (1 - λ) 2

q(Ai - 1) + B i
R6

1

此外,弹 - 塑性交界处弹性区一侧的应力要满

足围岩初始强度即式(5),且水平轴处的 τe
rθ = 0,结

合式(11b)和塑性区半径 RH 得水平轴径向正应力为

σe
r | θ = 0° =

σe
θ | r = RH

- B i

Ai
(14)

联立式(11a) ( r = R′H,θ = 0°)和式(14),化简

得修正后的塑性区半径(R′H)方程为

A′1R′ - 2
H + B′1R′ - 4

H + C′1R′ - 6
H + D′1 = 0 (15)

A′1 = 5q(1 -λ)
2 -

q(Ai -1) +Bi

Ai +1
- 11q2 (1 -λ)2

4q(Ai -1) +4Bi
[ ]R2

1

B′1 = 15q2 (1 - λ) 2

2q(Ai - 1) + 2B i
- 3q(1 - λ)

2[ ]R4
1

C′1 = - 5q2 (1 - λ) 2

q(Ai - 1) + B i
R6

1,D′1 = λq -
σe

θ | r = RH
- B i

Ai

同理,根据沿竖向轴的围岩水平向总荷载不变,
求得非静水压力下圆形隧道竖向轴处的塑性区半径

(RV)方程为

A2RAr
V + B2RV + C2 + D2R - 1

V + H2R - 3
V + I2R - 5

V = 0 (16)

A2 =
Br

(Ar - 1)aAr - 1 +
pi

aAr - 1,B2 = - λq -
Br

Ar - 1

C2 =
q(1 -λ)

2 -
q(Ai -1) +Bi

Ai +1
- 3q2 (1 -λ)2

4q(Ai -1) +4Bi
[ ]

R2
1

L +

q(1 - λ)
2 - q2 (1 - λ) 2

2q(Ai - 1) + 2B i
[ ]

R4
1

L3 -

q2 (1 - λ) 2

q(Ai - 1) + B i

R6
1

L5

D2 = q(Ai -1) +Bi

Ai +1
- q(1 -λ)

2 + 3q2 (1 -λ)2

4q(Ai -1) +4Bi
[ ]R2

1

H2 = q2 (1 - λ) 2

2q(Ai - 1) + 2B i
- q(1 - λ)

2[ ]R4
1

I2 = q2 (1 - λ) 2

q(Ai - 1) + B i
R6

1

在弹 -塑性交界处弹性区一侧的应力同样要满

足围岩初始强度即式(5),且竖向轴处的 τe
rθ = 0,结

合式(11b) 和塑性区半径 RV 得竖向轴径向正应

力为

σe
r | θ = 90° =

σe
θ | r = RV

- B i

Ai
(17)

联立式(11a)( r = R′V,θ = 90°)和式(17),化简

得修正后的塑性区半径(R′V)方程为

A′2R′ - 2
V + B′2R′ - 4

V + C′2R′ - 6
V + D′2 = 0 (18)

A′2 = 5q2 (1 -λ)2

4q(Ai -1) +4Bi
-3q(1 -λ)

2 -
q(Ai -1) +Bi

Ai +1
[ ]R2

1

B′2 = 3q(1 - λ)
2 + 3q2 (1 - λ) 2

2q(Ai - 1) + 2B i
[ ]R4

1

C′2 = - 5q2 (1 - λ) 2

q(Ai - 1) + B i
R6

1,D′2 = q -
σe

θ | r = RV
- B i

Ai

3. 2　 塑性区拓展

蔡晓鸿等[21] 基于 Mohr-Coulomb 准则和理想

弹 -塑性模型,根据弹 - 塑性交界处应力连续获得

非静水压力下圆形隧道的非圆塑性区边界线,结果

具有一般性,但理想弹 - 塑性模型难以反映围岩强

度的脆性变化。 董海龙等[17] 基于 Mohr-Coulomb 准

则和弹 -脆 -塑性模型,选择基尔希公式作为围岩

弹性区应力表达式,依据总荷载不变法拓展了文

献[21]的塑性区边界线方程。
仍以文献[21]的塑性区半径 RC 为基础,但选

择弹 -脆 - 塑性模型下的 2 阶摄动解即式(11)作

为围岩弹性区应力表达式,这与文献[17]的围岩弹

性区应力基尔希公式不同,继而结合 3. 1 节所推导

的塑性区半径 R′H 和 R′V,根据几何相似原理拓展

得非静水压力下圆形隧道的塑性区半径 Rp 为

Rp =
R′H

RC(θ = 0°)
RC (19a)

Rp =
R′V

RC(θ = 90°)
RC (19b)

Rp = αRC (19c)

RC = a (1 - sin φi)[0. 5q(1 + λ) + q(1 - λ)cos 2θ + cicot φi]
pi + cicot φi

{ }
1 - sin φi
2sin φi

α =
(90° - θ)R′H
90°RC(θ = 0°)

+
θR′V

90°RC(θ = 90°)

式中:RC(θ = 0°)、RC(θ = 90°)为文献[21]非静水压力下圆

形隧道水平轴和竖向轴处的塑性区半径。
式( 19a ) 表 示 仅 用 水 平 轴 处 的 R′H 拓 展,

式(19b)表示仅用竖向轴处的 R′V拓展;式(19c)表
示以系数 α 拓展,在第Ⅰ象限内由 R′H / RC(θ = 0°) 和

R′V / RC(θ = 90°)线性插值系数 α。 其他 3 个象限的塑

性区可由对称性确定。 需指出的是,式(19)仅适用

于塑性区完全包围隧道的情况,具体分为
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1)RC(θ = 0°) 和 RC(θ = 90°) 均不小于隧道半径 a 时,
可按式 ( 19 ) 拓展, 且 λ < 1 的 塑 性 区 短 轴 为

RC(θ = 90°),λ > 1 的塑性区短轴为 RC(θ = 0°),对应如下

判定条件:
当 λ≤1 时

(1 - sin φi)(1. 5qλ - 0. 5q + cicot φi)
pi + cicot φi

[ ]
1 - sin φi
2sin φi

≥1

(20)
当 λ > 1 时

(1 - sin φi)(1. 5q - 0. 5qλ + cicot φi)
pi + cicot φi

[ ]
1 - sin φi
2sin φi

≥1

(21)
2)RC(θ = 0°) 或(和)RC(θ = 90°) 小于隧道半径 a,而

R′H和 R′V均不小于隧道半径 a 时,直接以长 /短轴 =
R′H / R′V的类椭圆作为塑性区边界线。
3. 3　 拓展比较

采用总荷载不变法拓展建立的非静水压力下圆

形隧道塑性区半径解析解即式(19),引入了精度较

高的围岩弹性区应力 2 阶摄动解,同时考虑了围岩

强度的脆性软化,理想弹 -塑性模型解答为其特例,
具有一定的理论意义和工程应用前景。 此外,所得

解析解对侧压力系数 λ < 1、λ = 1 和 λ > 1 均适用,
下文将针对 λ < 1 进行讨论,并对比 λ = 1 时静水压

力的结果。
为说明本文解析解和文献[17]对文献[21]的

拓展不同,以及总荷载不变法下 2 阶摄动解即

式(11)与基尔希公式即式(9)作为弹性区应力表达

式时塑性区边界线的差异,表 1 和图 3 给出了本文

与文献[17,21]的结果比较,其中,文献[17]以水平

轴和竖向轴处的拓展分别记为文献[17] a和[17] b。

隧道算例的参数为[17]:a = 2. 43 m,pi = 0 MPa,q =
21. 78 MPa,L = ∞ ;弹 -脆 -塑性围岩 ci = 4. 8 MPa、
φi = 32°,cr = 1. 8 MPa、φr = 20°;理想弹 - 塑性围岩

cr = ci = 4. 8 MPa,φr = φi = 32°。

表 1　 塑性区半径的比

Tab. 1　 Ratio of plastic zone radius

λ R′H / RC(θ = 0° ) R′V / RC(θ = 90° )

0. 6 1. 72 1. 99

0. 8 1. 88 1. 85

1. 0 1. 68 1. 68

由表 1 可知,本文水平轴处的塑性区半径是文

献[21]的 1. 68 ~ 1. 88 倍,竖向轴处为 1. 68 ~ 1. 99
倍,这是由于文献[21]基于理想弹 - 塑性模型未考

虑围岩强度的峰后下降。
另外,由图 3 可以看出,λ = 0. 6 时式(19a)较文

献[17] a在水平轴和竖向轴处的塑性区半径小0. 46、
0. 33 m,而式(19b)较文献[17] b在水平轴和竖向轴

处的塑性区半径大 3. 29、2. 38 m,表明弹性区应力

表达式对非静水压隧道塑性区范围的影响显著,但
随着侧压力系数 λ 的增大,弹性区应力表达式的影

响在减小,λ = 1 时,式(19)与文献[17]的塑性区重

合而无影响;λ = 0. 6 时,文献[17] b与文献[21]的

理想弹 -塑性模型结果相差很小,表明文献[17]以
基尔希公式作为围岩弹性区应力表达式有时难以体

现围岩强度脆性软化对塑性区范围的不利扩展;
λ < 1时,式(19a)与(19b)的塑性区边界线存在一定

差异,按插值系数 α 的拓展即式(19c)简洁直观地

兼顾了 R′H和 R′V,故下文统一采用式(19c)探讨隧

道塑性区边界线、塑性区位移及围岩特征曲线等问题。

图 3　 塑性区边界线的不同拓展

Fig. 3　 Different extensions of plastic boundary

3. 4　 对比验证

Kastner[1]直接将隧道纯弹性状态时的应力基

尔希公式代入围岩强度准则,得到了非静水压力下

圆形隧道塑性区半径的近似方程;吕爱钟等[10] 推导

了非静水压圆形隧道塑性区半径的复变函数解答。
这 2 种方法均基于 Mohr-Coulomb 准则,且假定围岩
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为理想弹 -塑性材料,即 cr = ci、φr = φi,图 4 为不同

方法的隧道塑性区边界线对比。 隧道算例的参数

为[10] a = 2 m,pi = 0 MPa,q = 15 MPa,L = ∞ ,ci = cr =
1 MPa,φi = φr = 30°。

图 4　 不同方法的塑性区边界线对比

Fig. 4　 Comparison of plastic boundary for different methods

　 　 由图 4 可以看出,本文式(19c)与文献[10]的
高精度复变函数解答吻合良好,验证了本文结果的

正确性;Kastner 法未考虑开挖后围岩的弹塑性发展

与分区,简单地使用了纯弹性状态时的应力基尔希

公式,使得文献[1]的塑性区范围小 1. 45 ~ 1. 84 m。
3. 5　 实测验证

文献[15]对 TBM 开挖的圆形煤矿巷道扰动范

围开展现场实测,相关参数为 a = 2. 25 m, pi =
0 MPa,q = 14. 3 MPa,λ = 1. 33, ci = 9 MPa, cr =
3 MPa,φi = 45°,φr = 42°,方位角 θ = 5°、90°、162°处
围岩的实测扰动区深度为 2. 98、3. 31 和 2. 89 m。

本文由理想弹 - 塑性模型所得塑性区范围为

4. 33 ~ 4. 49 m,对应方位角 θ = 5°、90°、162°处围岩

的计算塑性区深度为 2. 08、2. 24 和 2. 09 m,小于实

测的扰动区深度;然而,由弹 -脆 -塑性模型所得塑

性区范围为 5. 28 ~ 5. 52 m,对应方位角 θ = 5°、90°、
162°处围岩的计算塑性区深度为 3. 03、3. 27 和

3. 05 m,与实测的扰动区深度非常接近,表明弹 -
脆 -塑性模型更适合求解此巷道的扰动范围。

文献[22]对淮南矿区某千米深井巷道松动圈

范围进行了现场实测,相关参数为 a = 2. 95 m(等效

半径),pi = 0. 75 MPa,q = 21. 86 MPa,λ = 0. 8,ci =
5. 58 MPa,cr = 0. 72 MPa,φi = φr = 27. 83°,围岩帮

部、顶部和底板中部的实测松动圈深度为 2. 80、
2. 39和 3. 84 m。

本文在弹 -脆 -塑性模型下所得塑性区范围为

5. 56 ~ 6. 69 m,对应围岩帮部、顶部和底板中部的计

算塑性区深度为 4. 15、2. 61 和 4. 06 m,可见计算塑

性区深度稍大于实测松动圈深度而在其外侧,这符

合深井巷道的开挖扰动规律。 相反,由理想弹塑性

模型计算所得围岩帮部、顶部和底板中部的计算塑

性区深度为 1. 35、0. 46 和 2. 16 m,明显小于实测松

动圈深度而不合理。

4　 位移解答

4. 1　 弹性区

弹性区围岩的几何方程为

εr =
∂ur

∂r ,εθ =
1
r

∂uθ

∂θ +
ur

r (22a)

γrθ =
∂uθ

∂r + 1
r

∂ur

∂θ -
uθ

r (22b)

式中:εr、εθ、γrθ为弹性区的径向线应变、环向线应变

和切应变, ur、 uθ 为对应的径向线位移和环向线

位移。
将图 1 中的水平 /竖向初始地应力场转换为径

向 /环向初始地应力场[19],得初始径向正应力 σr0、
初始环向正应力 σθ0和初始切应力 τrθ0为

σr0 = q - q(1 - λ)(1 + cos 2θ)
2

σθ0 = q - q(1 - λ)(1 - cos 2θ)
2

τrθ0 = q(1 - λ)(1 + sin 2θ)
2

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(23)

在平面应变状态下扣除初始地应力即式(23),
由广义 Hooke 定律得弹性区围岩的物理方程为

εr =
1 + ν
E [(1 - ν)(σe

r - σr0) - ν(σe
θ - σθ0)]

(24a)

εθ =
1 + ν
E [(1 - ν)(σe

θ - σθ0) - ν(σe
r - σr0)]

(24b)

γrθ =
2(1 + ν)

E (τe
rθ - τrθ0) (24c)

式中 E、ν 为围岩的弹性模量和泊松比。
联立式(11)、(22) ~ (24)得围岩弹性区位移为
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ur =
1 - ν2

E
qr(1 - λ)(1 + cos 2θ)

2 +
q(Ai - 1) + B i

Ai + 1
R2

1

r - q(1 - λ)
2 r +

R2
1

r + r + 4
R2

1

r -
R4

1

r3( )cos 2θ[ ] -{
q2 (1 - λ) 2

2q(Ai - 1) + 2B i
- 3

2
R2

1

r + - 4
R2

1

r + 2
R4

1

r3( )cos 2θ + 3
R4

1

r3
- 2

R6
1

r5( )cos 4θ[ ]} -

(1 + ν)ν
E

qr(1 - λ)(1 - cos 2θ)
2 -

q(Ai - 1) + B i

Ai + 1
R2

1

r - q(1 - λ)
2 r -

R2
1

r - r -
R4

1

r3( )cos 2θ[ ] -{
q2 (1 - λ) 2

2q(Ai - 1) + 2B i

3
2
R2

1

r - 2
R4

1

r3
cos 2θ + -

R4
1

r3
+ 2

R6
1

r5( )cos 4θ[ ]} (25a)

uθ =
1 - ν2

E - qr(1 - λ)sin 2θ
2 + q(1 - λ)

2 r + 2
R2

1

r +
R4

1

r3( )sin 2θ + q2 (1 - λ) 2

q(Ai - 1) + B i
×{

-
R2

1

r +
R4

1

r3( )sin 2θ +
R6

1

r5
sin 4θ[ ]} - (1 + ν)ν

E { qr(1 - λ)sin 2θ
2 + q(1 - λ)

2 - r + 2
R2

1

r -
R4

1

r3( )sin 2θ +

q2 (1 - λ) 2

q(Ai - 1) + B i
-
R2

1

r +
R4

1

r3( )sin 2θ +
R4

1

r3
-
R6

1

r5( )sin 4θ[ ] } (25b)

4. 2　 塑性区

由式(8)可知,非静水压圆形隧道的塑性区应

力场属于与 θ 无关的绕轴对称,进而塑性区的切应

变 γrθ≡0、环向线位移 up
θ≡0,径向线应变 εr 和环向

线应变 εθ 也只与 r 有关。 于是,塑性区围岩的几何

方程为

εr =
dup

r

dr ,εθ =
up
r

r ,γrθ = 0 (26)

式中:up
r 为塑性区的径向线位移且为唯一存在的非

零位移,下文简称塑性区位移。
在围岩塑性区内,将应变分解为式(27)中的弹

性应变分量(对应于上标 e)和塑性应变分量(对应

于上标 p),即
εθ = εe

θ + εp
θ,εr = εe

r + εp
r (27)

采用非关联流动法则即式(28)描述围岩的剪

胀特性[23]:
βεp

θ + εp
r = 0 (28)

式中 β 为剪胀参数。
以弹 -塑性交界处 ur | r = Rp

= up
r | r = Rp

为位移边界

条件,联立式(8)、(23)和(26)得围岩塑性区位移

up
r 为

up
r = (1 + ν)

Erβ
[K1( rβ + Ar - Rβ + Ar

p ) + K2( rβ + 1 - Rβ + 1
p )] + Rp

r( )
β

ur
r = Rp

(29)

K1 =
[β(1 - ν) - ν] ArBr

Ar - 1 + Arpi( ) + (1 - ν - βν) Br

Ar - 1 + pi( )
aAr - 1(β + Ar)

K2 =
[β(1 - ν) - ν] q(1 - λ)(1 - cos 2θ)

2 - q -
Br

Ar - 1[ ] + (1 - ν - βν) q(1 - λ)(1 + cos 2θ)
2 - q -

Br

Ar - 1[ ]
β + 1

　 　 将 r = a 代入式(29),得隧道洞壁位移 u0 为

u0 = (1 + ν)
Eaβ [K1(aβ + Ar - Rβ + Ar

p ) +

K2(aβ + 1 - Rβ + 1
p )] + Rp

a( )
β

ur
r = Rp

(30)

通过式(30)可构建围岩特征曲线即洞壁位移

u0随支护力 pi的变化,进而基于收敛约束法由围岩

特征曲线(GRC)和支护特征曲线(SRC)的交点纵 /
横坐标确定支护压力和围岩稳定变形。

4. 3　 结果与讨论

隧道算例同 3. 3 节,并取 λ = 0. 8。 图 5、6 给出

了本文、文献[17](竖向轴拓展)和[21]的塑性区位

移分布与收敛约束分析,其中,讨论塑性区位移分布

时令支护力 pi = 0 MPa(下同),以虚线标出塑性区

半径与隧道半径的比值。 在收敛约束分析时,假定

支护为均质等厚的圆环结构,并在 u0 / a = 2% 处

施作。
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图 5　 塑性区位移分布

Fig. 5　 Distribution of plastic zone displacement

图 6　 收敛约束分析

Fig. 6　 Convergence-confinement analysis

　 　 由图 5、6 可以看出,本文的塑性区半径、塑性区

位移、支护压力和围岩稳定变形均最大,最小的是文

献[21] (塑性区半径、洞壁位移比本文的分别小

1. 89 ~2. 26、0. 059 ~ 0. 128 m),文献[17]的支护压

力和围岩稳定变形稍大于文献[21],但明显小于本

文的。 在图 6(a)中本文对应的支护已到达承载极

限,需提高支护承载能力或推后施作位置,而根据文

献[17]或[21]所做的隧道设计将存在安全隐患。

5　 影响因素分析

结合本文采用总荷载不变法建立的隧道塑性摄

动拓展解答即式(19c)、(29)和(30),探讨侧压力系

数和脆性软化对塑性区边界线、塑性区位移分布和

收敛约束分析的影响规律。
5. 1　 侧压力系数

隧道算例同 3. 3 节,并取 E = 2 GPa,ν = 0. 2,
β = 2,图 7 为两种材料模型的塑性区边界线比较,其
中,侧压力系数 λ = 0. 6、0. 8 和 1。 可以看出,弹 -
脆 -塑性模型的塑性区范围明显大于理想弹 -塑性

模型的,水平轴处的塑性区半径相差 1. 41 ~2. 44 m,宜
采用弹 -脆 -塑性模型分析隧道塑性发展。

图 8、9 给出了 λ = 0. 6、0. 8 和 1 时弹 - 脆 - 塑

性围岩的塑性区位移分布与收敛约束分析。

图 7　 塑性区边界线比较

Fig. 7　 Comparison of plastic boundary
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图 8　 不同 λ时塑性区位移分布

Fig. 8　 Distribution of plastic zone displacement with different λ

图 9　 不同 λ时收敛约束分析

Fig. 9　 Convergence-confinement analysis with different λ

　 　 由图 8(a)、(b)可以看出,λ = 0. 6、0. 8 时,在
第Ⅰ象限内塑性区位移最大在 θ = 0°处,最小在 θ =
90°处,洞壁位移相差 0. 099 m;在 λ = 0. 6 的图 9(a)
中,不同方位角处的围岩特征曲线及收敛约束存在

显著差异,在 θ = 90°处施作支护时围岩位移已全部

释放,支护将不再受荷与变形,而在 θ = 0°和 45°处
仍存在较大的支护压力,故非静水压力下需针对具

体方位角进行收敛约束分析与支护设计;在 λ = 0. 8
的图 9(b)中,3 个方位角处的支护压力和围岩稳定

变形都明显不同,在 θ = 0°处支护已达到承载极限,
这与静水压力 λ = 1 的图 9(c)不同,依据理想静水

压力条件开展的均匀支护设计将影响实际隧道后续

施工和正常运维。
5. 2　 脆性软化

隧道算例同 3. 3 节,并取 λ = 0. 8,E = 2 GPa,
ν = 0. 2,β = 2,图 10 ~ 12 给出了围岩不同峰后强度

下的塑性区边界线和收敛约束分析。
由图 10 可以看出,脆性软化幅度越大即围岩峰

后强度越低,塑性区范围越大。 峰后黏聚力 cr 每减

小 0. 1 MPa,水平轴处的塑性区半径平均增加

0. 18 m、竖向轴处的增加 0. 15 m;峰后内摩擦角 φr

每减小 1°, 水平轴处的塑性区半径平均增 加

0. 16 m、竖向轴处的增加 0. 14 m。

图 10　 脆性软化对塑性区边界线的影响

Fig. 10　 Effect of brittle softening on plastic boundary
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图 11　 不同 cr 时收敛约束分析

Fig. 11　 Convergence-confinement analysis with different cr

图 12　 不同 φr 时收敛约束分析

Fig. 12　 Convergence-confinement analysis with different φr

　 　 由图 11、12 可以看出,支护压力和围岩稳定变

形随峰后强度的增加明显减小,相应的支护可由达

到承载极限过渡到安全储备充足,通过注浆、预应力

锚杆等主动加固提高围岩的峰后强度,以改变支护

类型或减小支护截面尺寸。

6　 结　 论

1)采用总荷载不变法并引入围岩弹性区应力

的 2 阶摄动解,所推导并由几何相似原理拓展建立

的非静水压圆形隧道塑性区半径与塑性区位移的解

析解,考虑了围岩强度的脆性软化,理想弹 -塑性模

型解答为其特例,结合收敛约束法可有效指导隧道

支护初步设计,具有一定的理论意义和工程应用

前景。
2)弹性区应力表达式对非静水压圆形隧道的

塑性区范围影响显著,通过对比文献总荷载不变法、
Kastner 法、复变函数法和实测数据,验证了本文按

插值系数拓展解答的正确性与弹性区应力 2 阶摄动

解的合理性;Kastner 法的塑性区范围过小,采用应

力基尔希公式所得支护压力和围岩稳定变形都

偏小。
3)非静水压力下不同方位角处的塑性区半径、

塑性区位移分布与围岩特征曲线存在较大差异,需
根据收敛约束法确定沿洞周最大的支护压力和围岩

稳定变形,这有别于静水压力下圆形塑性区时的均

匀支护设计;围岩峰后强度全面而明显地影响隧道

塑性发展,可使支护处于承载极限、安全储备等

状态。
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