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五轴混联机构时间最优速度规划及精准插补

陈迪赛, 高　 健, 罗于恒, 张揽宇
(省部共建精密电子制造技术与装备国家重点实验室(广东工业大学), 广州 510006)

摘　 要: 为提高五轴混联机构对复杂曲面及其特征的加工质量,提出一种准确识别曲率点的时间最优速度规划及精准插补方

法。 首先,采用向心法生成路径节点参数,作密集化处理生成速度节点参数;其次,用 B 样条描述速度曲线,通过伪加加速度

将三阶约束模型转变为线性模型;然后,以速度节点参数为分段点,构造各段路径的时间积分函数,采用自适应辛普森积分法

求解;最后,将所得离散点信息输入到运动控制卡进行轨迹加工。 实验结果表明:本方法可快速收敛到全局最优,降低曲率点

速度并迅速回升其邻域速度;计算所得路径总时间仅有 3. 5 μs 的波动,与常规插补方法收敛后的精度一致,且收敛时间更短;
位置和角度的最大插补误差分别为 0. 76 × 10 - 3 mm 和 0. 9 × 10 - 3 °,小于编码器分辨率,符合加工需求,特别是极大曲率处相

比一般方法降低 95. 37% 。 因此,在路径曲线基础上生成的速度节点参数具备更好的曲率识别性,通过构造各段路径的时间

积分函数求解路径总时间具备更高的鲁棒性与效率。
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Time-optimal velocity planning and accurate interpolation
for five-axis hybrid mechanism

CHEN Disai, GAO Jian, LUO Yuheng, ZHANG Lanyu

(State Key Laboratory of Precision Electronic Manufacturing Technology and Equipment
(Guangdong University of Technology), Guangzhou 510006, China)

Abstract: To improve the processing quality of complex curved surfaces and their features in a five-axis hybrid
mechanism, a time-optimal speed planning and precise interpolation method for accurately identifying curvature
points is proposed. First, the centripetal method is used to generate path node parameters, and intensive processing
is performed to generate speed node parameters. Secondly, a B-spline is used to describe the velocity curve, and
the third-order constraint model is transformed into a linear model through pseudo-jerk. Then, the speed node
parameters are used as segmentation points to construct the time integral function for each segment path, and an
adaptive Simpson ’ s integration method is used to solve the function. Finally, the obtained discrete point
information is input to the motion control card for trajectory processing. The experimental results show that the
proposed research model in this paper can quickly converge to the global optimum, effectively reduce the curvature
point velocity and quickly recover its neighborhood velocity. The total path time calculated only fluctuates by 3. 5 μs,
comparable to the accuracy achieved by conventional interpolation methods but with a shorter convergence time.
The maximum interpolation errors of position and angle are 0. 76 × 10 - 3 mm and 0. 9 × 10 - 3° respectively, which
are smaller than the encoder resolution and meet the processing requirements. Specifically, at the extreme
curvature, the proposed method reduces the interpolation error by 95. 37% compared to conventional approaches.
Therefore, the speed node parameters generated based on the path curve have better curvature identification, and
the total path time calculated by constructing the time integral function for each segment path has higher robustness
and efficiency.
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　 　 五轴混联机构由串联机构和并联机构组成,同
时具备大行程和高刚度的优点[1],然而,其本身结

构的复杂性导致了更复杂的运动学映射关系,使其

难以应用在对加工精度和效率有高要求的场合[2]。
速度规划是提升加工精度与效率的重要手段[3],国
内外已开展了大量速度规划方面的研究。



加减速模型法是最常用的速度规划方法,表现

为有固定的函数表达式,通过给定关键点(例如间

断点、曲率极值点)的运动约束直接计算得到连续

的速度曲线,具有计算简单、实时性好的优点,例如

梯形、S 形、速度前瞻等[4]。 该类方法一般用于运动

学映射关系为线性的机构,例如 Zhao 等[5]以平动轴

CNC 为研究对象,提出考虑加速度连续的梯形速度

曲线。 Ni 等[6]面向 XY 运动平台,根据路径计算加

加速度上、下限并重新排列加减速段,设计了一种改

进的 S 形加减速算法。 也有许多学者考虑了多轴机

构的非线性因素,例如 Luo 等[7]从电机运动出发,在
传统 S 形曲线的基础上引入同步比例系数,实现多轴

机器人最大速度和加速度的自适应调节。 Xiao 等[8]

提出根据速度变化情况划分区域,利用双向扫描法

确定分段点运动情况,生成五轴数控机床的速度前瞻

算法。 尽管有许多改进的加减速模型方法,但此类方

法主要针对末端运动,没有考虑驱动轴的运动约束[9]。
为了将驱动约束加入速度模型,优化模型方法

应运而生,该方法需设定一个目标函数,通过不断修

改模型参数使目标函数达到极值,但多用于离线规

划,难以在线计算,例如时间最优、能量最优等。
Zhang 等[10]和钟泽杉等[11]考虑驱动轴的运动性能,
建立高维度时间最优速度规划模型,最后采用序列

二次规划(sequential quadratic programming,SQP)方
法求解。 Li 等[12]以机械臂为研究对象,基于动力学

建立了非线性能耗最优模型。 Liu 等[13]则是基于粒

子群算法优化轨迹的时间节点,提出一种同时考虑

时间最优与能量最优的速度模型。 但高维速度规划

模型往往具有非凸性,容易得到局部最优解,特别是

面对具有复杂运动学约束的机构时还会导致超出驱

动约束[14]。 于是有学者考虑模型的降阶方法,例如

Zhao 等[15]提出从时间最优速度规划模型分离出驱

动轴的加加速度约束,再针对拐角处的路径利用加

加速度约束再次优化,但此方法在非拐角处忽略了

部分约束。 杨敏等[16] 则是对所有路径采用 B 样条

描述速度函数完成降阶处理,但降阶后的模型是

1. 5 次,依然无法保证模型为凸。 针对此问题,
Erkorkmaz 等[17]提出伪“加加速度”技术进一步将

1. 5 次的模型降为线性模型,该方法仅小幅度牺牲

原模型的非线性因素,就可通过线性规划快速稳定

地求得全局最优解。 然而,优化模型方法需在路径

曲线的基础上展开研究,目前较少有学者研究速度

模型与路径模型的匹配度,可能导致无法精确在曲

率较大点进行速度规划。 另外,优化模型方法得到

的一般是速度关于路径的函数,为了得到速度关于

时间的函数,往往采用泰勒二阶展开进行插补[18],
但此方法随着路径的变长会积累截断误差。

本文面向具有复杂运动学约束的五轴混联机

构,提出一种准确识别曲率点的时间最优速度规划

方法,采用向心法描述路径曲线节点参数,对其作密

集化处理生成速度曲线节点参数,配合 B 样条描述

速度与伪加加速度结合的降阶方法[17],将模型变为

线性,进而采用线性规划快速收敛到全局最优解。
为解决速度 -路径函数到速度 -时间函数的不准确

映射问题,本文提出一种基于速度曲线节点参数的

插补方法,通过自适应辛普森积分求解各段路径曲

线时间,能够及时消除截断误差并准确得到路程耗

时。 最后,在一种 2P / 3-PPR 五轴混联机构展开仿

真与实验,验证了本文方法的有效性。

1　 运动学及电机运动分析

图 1 展示了五轴混联机构的三维视图及等效串

联机构的运动副示意图。 如图 1(a)所示,该混联运

动平台包括一个 3-PPR 并联运动平台,其上方与一

个 C 轴回转平台串联,下方与一个 Y 轴龙门双驱运

动平台串联。 该并联机构包括两个具有微驱动器的

楔形驱动件、一个 U 形驱动件、一个 X 轴导轨与一

个末端平台,通过 3 个驱动件间的配合运动,可实现

并联末端动平台 X、Z、B 三自由度方向的协同运动

及微运动。 将并联部分的运动等效为 X、Z、B 运动

副后,可视为串联机构,如图 1(b)所示。

图 1　 2P / 3-PPR 五轴混联机构示意

Fig. 1　 Schematic diagram of 2P / 3-PPR five-axis hybrid linked mechanism
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　 　 在目前的速度规划工作中,本文将关闭微驱动

和双电机驱动,即并联平台只有 X1、X2、X3 电机驱

动,龙门平台只有 Y1电机驱动。
1. 1　 运动学模型分析

针对混联机构,应先建立并联部分运动学模型,
后将混联整体等效为串联实现运动学建模。 此机构

的并联部分已由 Luo 等[19]展开研究,其通过闭环矢

量链法建立从 X2电机到末端平台中心的 3 条路,完
成并联机构的正逆运动学建模如下:

X = X2

B = - sin -1[ 1
2l k(2X2 - X1 - X3)]

Z = 1
2 k(2lcos B - 2l - X3 + X1)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(1)

X2 = X

X1 = Z + lsin B
k + X2 + l - lcos B

X3 = - Z - lsin B
k + X2 - l + lcos B

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(2)

式中:X、B、Z 为并联机构中心点在 X、B、Z 方向上的

位移,X1、X2、X3为电机 X1、X2、X3的移动量,k 为楔形

驱动件的斜率,l 为楔形驱动件到 U 形驱动件的杆

长。 将并联机构的输出当作电机,采用指数积

(product of exponentials,POE)方法[20] 建立混联整

体的运动学模型。 POE 模型将每一个轴的运动看

成是螺旋运动,然后对这些所有轴的螺旋运动相乘,
再乘以初始位置即可完成建模。 其中,螺旋(又名

旋量)用 ξ 表示,由两部分组成: ξ = [ω　 v] T ,其
中 ω 为角速度方向,v 为线速度方向。 对于移动轴,
ω = [0　 0　 0], v = [vx 　 vy 　 vz], 例如图 1(b)中
X 轴, ξx = [ωx 　 vx] T = [0　 0 　 0 　 1 　 0 　 0] T;对
于旋转轴,ω = [ωx 　 ωy 　 ωz],v = -ω × q,q 为旋转

轴上一点,例如图 1(b)中 C 轴,ωC = [0 　 0 　 1],
qC = [0　 0　 h] , ξC = [ωC 　 vC] T = [0　 0　 1　 0
　0　 0] T。 各个轴的螺旋运动见表 1。

表 1　 五轴等效串联机构的各轴方向及其构成的旋量

Tab. 1　 Directions of each axis and motion screw vector in five-axis equivalent serial mechanism

轴 ω q v ξ = [ω　 v] T

Y [0　 0　 0] [0　 1　 0] [0　 0　 0　 0　 1　 0] T

X [0　 0　 0] [1　 0　 0] [0　 0　 0　 1　 0　 0] T

Z [0　 0　 0] [0　 0　 1] [0　 0　 0　 0　 0　 1] T

A [1　 0　 0] [0　 0　 0] [0　 0　 0] [1　 0　 0　 0　 0　 0] T

C [0　 0　 1] [0　 0　 h] [0　 0　 0] [0　 0　 1　 0　 0　 0] T

　 　 还需建立末端相对于基坐标系的初始矩阵

T(0)∈R4 × 4,正运动学可建立如下:
T = eξyθyeξxθxeξzθzeξBθBeξCθCT(0) (3)

式中: eξθ = e[ω]θ G(θ)v
0 1

[ ] 为指数矩阵, e[ω]θ =

I3×3 + sin θ[ω] + (1 - cos θ) [ω]2 为罗德里格斯公式,
G(θ) = I3×3θ + (1 - cos θ)[ω] + (θ - sin θ) [ω]2 ,

[ω] =
0 - ω3 ω2

ω3 0 - ω1

- ω2 ω1 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
为反对称阵,其中 I3×3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
。

接着建立逆运动学,需给定末端坐标系下的位

置和姿态,反算电机值,可用下式表示:

T(0)

0
0
0
1

0
0
1
0

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

= T

x vx
y vy
z vz
1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(4)

式中:[x y z] T为末端坐标系下的位置,[ vx vy vz] T为

末端坐标系下的法矢。

通过式(4)可得到等效串联模型中各轴的值

[X Y Z B C] T,但应注意,法矢[ vx vy vz] T到旋转轴

[B C] T的映射有两个,应根据轨迹规划的要求选择

其中一个,但旋转轴[B C] T到电机值的映射仅有

一个。 为避免逆运动学模型的多解,首先通过法矢

[vx vy vz] T求得旋转轴[B C] T,再通过给定位置和旋

转轴 r = [x y z B C]T求得电机值 θ = [X1 X2 X3 Y C]T

如下:
[B　 C] = F(vx,vy,vz) (5)

θ = [X1 X2 X3 Y C] T = G(r) =
[G1(r) G2(r) G3(r) G4(r) G5(r)] T

(6)
式中:映射关系 F 可通过式(4)得到,映射关系 G 可

通过式(2)与式(4)得到,G i( r),( i = 1,2,…,5)为
给定末端值 r 到各电机的映射关系。
1. 2　 电机运动状态获取

逆运动学是末端位置到电机移动量的映射关

系,为进行时间最优速度规划研究,还需获取末端速

度、加速度及加加速度到电机速度、加速度、加加速

度的映射关系。 首先需得到速度雅可比矩阵 J,通
过全微分式(6)可获得:
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J =

∂G1

∂x
∂G1

∂y …
∂G1

∂C
∂G2

∂x
∂G2

∂y …
∂G2

∂C
︙ ︙ … ︙
∂G5

∂x
∂G5

∂y …
∂G5

∂C

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(7)

末端速度到电机速度的映射模型可表示为

θ′ = Jr′ (8)
通过对式(8)微分,可进一步获得末端到电机

的加速度与加加速度的映射关系为:
θ″ = J′r′ + Jr″
θ‴= J″r′ + 2J′r″ + Jr‴

(9)

式中: J′ = ∂J
∂xx′ +

∂J
∂yy′ +

∂J
∂z z′ +

∂J
∂BB′ +

∂J
∂CC′ , J″ =

∂J′
∂x x′ + … + ∂J′

∂CC′ + ∂J′
∂x′x″ +

∂J′
∂y′y″ + … + ∂J′

∂C′C″ 。

2　 时间最优速度规划及精准插补方法

2. 1　 B 样条曲线描述及路径曲线建立

B 样条是描述复杂路径的强有力工具,可以光

滑连续的对离散点进行插值,其建立路径曲线包括

如下步骤[21]:
Step1　 根据 n + 1 个路径离散点(即型值点 Q)

确定节点参数 U ;

Step2　 确定曲线次数 p,由 U 和 p 确定节点矢

量 U;

Step3　 根据 U及其对应的 B 样条基函数N(u)
反算控制点 P。

经过上述步骤后,确定了一个 B 样条对象的基

本参数,可通过下式求出任意节点 u 对应的 B 样条

函数值 C(u)为

C(u) = ∑
n

i = 0
Ni,p(u) P i = N(u)P,0 ≤ u ≤1

(10)
其中:

Ni,0(u) = 1, ui ≤ u ≤ ui +1

0, others{
Ni,p(u) =

u - ui

ui +p - ui
Ni,p-1(u) +

ui +p+1 - u
ui +p+1 - ui +1

Ni +1,p-1(u)　 　 　

在 B 样条对象建立过程的 Step1 中,主要有均

匀法、弦长法以及向心法,其中,向心法能更好识别

拐角点以处理曲率频繁变换的曲线,其生成节点参

数方法如下:

u- 0 = 0

u- n = 1

d = ∑
n

k = 1
Qk - Qk-1

u- k = u- k-1 +
Qk - Qk-1

d

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(11)

式中, k = 1,2,…,n - 1 。
由节点参数生成节点矢量方法如下:

u0 = … = up = 0
un+1 = … = un+p+1 = 1

u j +p = 1
p ∑

j +p+1

i = 1
u- i

(12)

式中, j = 1,2,…,n - p 。
另外,为便于速度规划模型的建立,应采用弧长

参数化方法[22]将路径曲线 C(u)描述为关于弧长 s
的 B 样条曲线 C( s),0 ≤ s ≤ L,L 为总弧长。 相应

的,节点参数 U 与节点向量 U 应乘以弧长 L 变为 S
与 S 。 至此,完成了路径曲线的建立,包括型值点

数量 n + 1、节点参数 S 、节点矢量 S 、次数 p、弧长

L、控制点 P。
2. 2　 时间最优速度规划模型的建立

时间最优速度规划以电机约束为条件,时间最

小为目标函数,通过数学优化方法求得最优值,可表

示为如下数学模型:

max ∫
L

0

s·ds

s. t. :vmax ≥ v ,amax ≥ a , jmax ≥ j

(13)

式中:s·≥0为进给速率; vmax 、 amax 、 jmax 分别为电机

的最大速度、加速度与加加速度,其中 v∈R5 × 1,a∈
R5 × 1, j∈R5 × 1。 为求解电机的 v、a、 j ,首先将电机路

径 θ(s) 描述为关于弧长的函数:
θ(s) = [X1(s) X2(s) X3(s) Y(s) C(s)]T (14)

用 f ′表示 f 关于弧长参数 s 的求导, f
·
表示 f 关

于时间参数 t 的求导。将式(14)对时间 t 求至三阶

导,可得到电机速度、加速度和加加速度关于弧长 s
的函数:

v = dθ
dt = dθ

ds
ds
dt = θ′s·

a = d2θ
dt2

= d
dt(θ′s

·) = θ″s·2 + θ′s
··

j = d3θ
dt3

= d
dt(θ″s

·2 + θ′s
··
) = θ‴s·3 + 3θ″s·s

··
+ θ′s

···

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(15)

对式(15)进行降阶处理,令 s·= q,有
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s· = q,s·2 = q,s·3 = q q

s
··
= q′ / 2,s

···
= q″ q / 2,s·s

··
= q′ q / 2

{ (16)

用含有 nv + 1 个控制点的三次 B 样条函数描述

q,以利用 B 样条曲线求导后仍是 B 样条曲线的性

质达到降阶目的。 建立 B 样条对象 q 的节点参数

Sv ,为了将速度规划模型与路径曲线达到更好的适

配性以精准识别拐角点,从而有针对性的建立数学

模型,在此不直接采用均匀法设定 Sv ,而是在路径

曲线节点参数 S 的基础上进一步作密集化处理,取

密集化倍数为正整数 m,生成 Sv 的方法如下:

s- v,i ×m+j = s- i +
s- i+1 - s- i

m × j

s- v,n×m+0 = s-n

ì

î

í

ïï

ïï
(17)

式中: i = 0,1,…,n - 1 , j = 0,…,m - 1 。
按照 B 样条曲线建立步骤生成 Sv 与 Pv ,q( s)

及其导数可表述如下:

q( s) = ∑
nv

i = 0
Ni,3Pv,i = N( s) Pv

q′( s) = ∑
nv

i = 0
Ni,3′Pv,i = N′( s) Pv

q″( s) = ∑
nv

i = 0
Ni,3″Pv,i = N″( s) Pv

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(18)

因为控制点 Pv,i 与速度 s·呈正相关关系,此时速

度规划模型可更新为

max∑
nv

i = 0
Pv,i

s. t. :vmax ≥ v , amax ≥ a , jmax ≥ j ,
　 　 Pv,0 = 0,Pv,nv = 0

(19)

式中: Pv ,0 = 0,Pv , nv = 0 是为了约束首末端点速度

为 0,将式(16)、(18)依次代入式(15),可得

v2 = θ′2N(s) Pv

a = [θ″N(s) + 1
2 θ′N′(s)] Pv

j = q∗ [θ‴N(s) + 3
2 θ″N′(s) + 1

2 θ′N″(s)] Pv

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(20)
式中: θ′、θ″ 与 θ‴分别由式(8)、(9)生成; q∗ 为

式(20)中,仅由前两行约束优化出的 q,作为常量代

入加加速度约束中,以此将三阶约束模型转变为关

于控制点 Pv,i的线性模型;接着,将 Sv中的点逐一代

入式(20)表示的约束模型中,使模型离散化;最后

采用线性规划方法即可快速得到全局最优解。 线性

规划描述如下:

min:cTx
s. t. :Ax ≤ b

(21)

即在 Ax ≤ b 的约束下最小化目标函数 cTx 。 其中,
c∈R( nv + 1) × 1为权重向量,在本文中是全为 - 1 的列

向量;x∈R( nv + 1) × 1,对应式(20)等式右边的 Pv ;
A∈R5 ( nv + 1) × ( nv + 1),对应式(20)等式右边除 Pv 以

外的部分;b∈R5 ( nv + 1) × 1,对应式(20)等式左边。
全部对应后,可调用现有线性规划库求解最优 x。
2. 3　 基于速度曲线节点参数的精准插补方法

经过 B 样条曲线描述及路径曲线建立速度模

型求解后,得到的是电机速度、加速度、加加速度关

于弧长参数 s 的曲线,将其转变为关于时间 t 的曲

线,可采用泰勒二阶展开进行插补:

si +1 = si + s·iTs + s
··
iT2

s / 2 + o(T2
s) (22)

式中: Ts 为插补周期,o(T2
s )为 T2

s 的高阶小量。 当

路径较长时,高阶小量的叠加会导致较大的累积误

差。 为能够在插补过程中及时对截断误差进行修

正,现以速度规划模型中的节点参数为依据对路径

曲线进行分段处理,并在每一小段路径曲线中,构造

关于速度的时间积分求解函数,采用自适应辛普森

积分法[23]得到最终函数值。 其中,所构造积分函数

为

F( s) = ∫
b

a

f( s)ds = ∫
b

a

1
v ds,v > ε > 0 (23)

式中:a、b 分别为各段路径起始点与终止点; ε 为一

极小值,用于避免所构造积分函数出现分母为 0 的

情况。 辛普森积分法通过二次函数代替原函数,经
过推导后得到如下解析式:

S(a,b) = h
6 ( f(a) + 4f(c) + f(b)) (24)

式中,c = ( a + b) / 2。 为达到自适应目的,接着将

[a,c]和[ c,b]作为[ a1,b1 ]和[ a2,b2 ],再次经过

式(24)计算,即

S(a1,b1) + S(a2,b2) = h
6 ( f(a1) + 4f(c1) +

f(b1)) + h
6 ( f(a2) + 4f(c2) + f(b2))

(25)
如果满足下式:
1
15(S(a1,b1) + S(a2,b2) - S(a,b)) < δ

(26)

∫
b

a

f( s)ds - S(a1,b1) - S(a2,b2) < δ (27)

此时可认为

∫
b

a

f( s)ds ≈ S(a1,b1) + S(a2,b2) (28)
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如果不满足式(26),则需将[a1,b1]和[a2,b2]
分别当作新的[a,b]进行一轮计算,直到最后一轮

满足式(26)。
另外,在采用自适应辛普森积分法求解前,首先

应根据 ε 确定低速度点,以此为依据将整段速度曲

线分成若干段,在每段起始处根据插补周期用小周

期泰勒二阶展开的正运算插补,在终止点处根据弧

长用逆运算插补,以避免速度极小值。 完整插补流

程如图 2 所示。

图 2　 基于速度曲线节点参数的插补流程

Fig. 2　 Interpolation procedure based on velocity curve node parameters

3　 仿真与实验

为了验证所提时间最优速度规划方法的有效

性,本文采用五维蝴蝶路径用于速度曲线生成。 该

路径曲率变换频繁且拐角点曲率大,用于非线性和

耦合性较强的五轴混联机构时,能够更好地检验速

度规划模型的准确性与模型求解的稳定性。
3. 1　 速度曲线生成

设置直线电机的最大运动约束为 60, 200,
6 000 mm / s3,旋转电机的最大运动约束为 2. 2, 8. 8,

40. 0 rad / s3,取密集化倍数为 5,得到速度规划点总

数为 2 496,取插补参数中的 ε 、Tc、Sc均为 10 - 4,eps
为 10 - 6。 按照所提方法先采用向心法对路径曲线

进行 B 样条插值,接着密集化路径曲线节点参数用于

速度曲线节点参数,利用 B 样条描述速度曲线与伪加

加速度将高阶速度规划模型降为线性模型,经过线性

规划 求 得 全 局 最 优 解。 在 i7 10700F Windows10
Matlab2021a 平台计算,整个运行过程耗时 3. 88 s,
得到速度热力图如图 3 所示,速度 - 路径曲线如

图 4所示。

图 3　 速度热力图

Fig. 3　 Velocity heatmap
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图 4　 不同约束条件下的速度 -路径曲线图

Fig. 4　 Velocity-path curve graph under different constraints

　 　 从图 3 可以看出,速度规划模型能够根据路径

曲率自适应调整速度,在拐角处速度降低速度值并

在曲率较小处提高速度值。 其中,在蝴蝶翅膀上半

部有较大的角度变化,因此没能将速度提升至最大。
在图 4 中,由速度、加速度、伪加加速度约束优化出

的速度曲线大部分能够贴近由速度、加速度约束优

化出的速度曲线,但在曲率变化极大的拐角处,例如

蝴蝶尾巴根部,即虚线框处,两种曲线有较大的不一

致。 这是因为加加速度在大曲率处极易突变,如果

没有加加速度约束,将会导致速度曲线急剧震荡。

另外,在整段速度 -路径曲线中,存在些许速度较低

的点,例如实线框处,但其周围点的速度能迅速回

升,一定程度上说明了速度规划模型与路径模型的

匹配性,能够准确识别曲率较大点并相应地改变速

度值。
为验证是否超出驱动性能,现给出各个电机速

度、加速度、加加速度曲线随路径变化图,如图 5 所

示,可看出速度规划模型在整段路径曲线中均满足

驱动约束。

图 5　 本文方法下的各电机速度、加速度、加加速度

Fig. 5　 Speed, acceleration, and jerk diagrams of each motor under the proposed
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3. 2　 实验

为将速度规划模型结果用于实际物理装置,首
先,生成各速度规划点的时间参数并计算路径总时

间,当路径总时间收敛到稳定值时,各段时间参数的

截断误差得到有效消除,可用于实际加工;然后,检
验控制器插补误差是否小于编码器分辨率,小于时,

控制器输出轨迹与期望轨迹等效,否则需增加更多

的离散点或重新建立速度规划模型;最后,通过工控

机输入轨迹参数,与控制器通讯,由控制器传输信号

给驱动器进行电机运动,并根据光栅尺反馈回路及

时修正跟踪误差。 实验过程及装置如图 6 所示。
实验相关装置的技术参数见表 2。

图 6　 实验过程的展示与实验装置

Fig. 6　 Display of experimental process and experimental device diagram
表 2　 硬件设备参数

Tab. 2　 Hardware device parameter

名称 型号 品牌 硬件参数

运动控制器 Power PMAC DelaTua 最大伺服频率:40 kHz

光栅尺 RTLA RENISHAW 精度等级: ± 5 μm

直线电机 AUM5 - S3 Akribis 连续推力:295 N

回转电机 AXD80 - 50 Akribis 持续力矩: 0. 99 N·m

电机驱动器 ASD240 Akribis 峰值电流:25. 6A

3. 2. 1　 生成速度规划点的时间参数及路径总时间

经过速度规划模型求解后,已得到速度关于路

径的函数,为得到速度关于时间的函数,采用所提构

造时间积分函数的方法求解各段路径的时间及总时

间。 同时,为对比泰勒二阶插补方法,作如下实验:
按照总数为 1 000 对 10 - 12 ~ 10 - 3进行线性插值,作
为自适应辛普森积分法中的精度 eps (一般取

10 - 6),计算每种 eps 下对应的计算耗时和路程时

间;按照总数为 1 000 对 10 - 4 ~ 10 - 2进行线性插值,
作为泰勒二阶展开的插补周期 Ts(一般取 10 - 3),计
算每种 Ts 下对应的计算耗时和路径总时间。 得到

两种方法结果如图 7 所示。

图 7　 本文方法与泰勒二阶插补方法计算的路径总时间趋势图

Fig. 7　 Trend of total time calculated for proposed method and Taylor’s second-order method
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　 　 从图 7 可看出,泰勒二阶插补方法受插补周期

Ts的影响较大,当 Ts为 2. 28 × 10 - 4 s 后才能达到稳

定求解精度,此时计算耗时 0. 29 s。 而构造时间积

分函数的方法一直保持稳定求解精度,且计算耗时

更小,仅 0. 10 s 内可稳定。 为进一步说明此方法的

优越性,以低速、中速、高速的运动约束作为不同的

工况(见表 3),计算对应的路径总时间,查看波动情

况,得到结果见表 4。
表 3　 不同工况下的电机运动约束

Tab. 3　 Motor motion constraints under different working conditions

工况

直线电机约束 回转电机约束

速度 /

(mm·s - 1)

加速度 /

(mm·s - 2)

加加速度 /

(mm·s - 3)

速度 /

( rad·s - 1)

加速度 /

( rad·s - 2)

加加速度 /

( rad·s - 3)

低速 20 66 1 300 2 7 35

中速 90 300 6 000 6 25 130

高速 200 600 14 000 10 40 200

表 4　 本文方法与泰勒二阶方法在不同工况下计算的路径总时间

Tab. 4　 Total path time calculated by proposed method and Taylor’s second-order method under different working conditions s

方法
收敛值 收敛时的计算耗时 收敛前的最大抖动

低速 中速 高速 低速 中速 高速 低速 中速 高速

本文方法 55. 865 0 18. 610 8 12. 757 3 0. 067 5 0. 070 1 0. 071 8 5 × 10 - 6 0. 001 7 7 × 10 - 5

泰勒二阶插补方法 55. 865 0 18. 610 8 12. 757 3 0. 613 9 0. 161 3 0. 130 3 0. 010 5 0. 013 3 0. 014 6

　 　 从收敛值看,两种算法均能收敛到相同精度,但
收敛代价是不一样的:泰勒二阶插补方法在低速、中
速、高速的收敛耗时均比本文方法要长,而且受速度

影响较大,当速度较小时,插补后的步长也较小,导
致步长总量增加,计算耗时更长。 相反,自适应辛普

森积分法通过二次曲线近似求解,无论速度大小,都
不影响其每小段曲线的积分求解函数。 另外,从收

敛前的最大抖动可以看出,本文方法在不同工况下

的表现均优于泰勒二阶插补方法,具备更好的鲁

棒性。
综上所述,构造时间积分函数相比泰勒二阶插

补方法具备更高的鲁棒性与效率。
3. 2. 2　 插补误差分析

经过生成速度规划点的时间参数及路径总时间

求解后,可以得到 2 496 个离散点的完整信息,还需

经过控制器的精插补用于电机连续运动。 此时,插
补点已脱离速度规划模型的控制,完全由控制器插

补算法和给定离散点决定,因此存在插补误差。 插

补误差即插补轨迹与期望轨迹的偏差,当控制器插

补算法确定后,给定的离散点越处于曲率变化处,越
具有代表性,插补后的轨迹就越符合期望轨迹。 如

图 8 所示,在一段具有连续拐角的期望轨迹中,由均

匀分布离散点插补的轨迹有较大偏差,由曲率变化

处离散点插补的轨迹有较小偏差。 另外,一般要求

插补误差小于编码器分辨率,此时可将插补出的轨

迹等效为期望轨迹。

图 8　 不同离散点的插补误差示意

Fig. 8 　 Schematic diagram of interpolation errors at different
discrete points

为验证所提速度规划模型识别曲率特征的准确

性,以均匀节点参数法为对比,经过速度规划模型求

解后,将所得结果与本文所提方法的结果共同输入

到控制器的 pvt 函数(即在这个时间点 t 以速度 v 到
达位置 p)中,其通过三次多项式插补离散点,最后

绘制各电机插补误差如图 9 所示。
从图 9 可看出,本文方法的插补误差一直保持稳

定状态,低于常规编码器的分辨率 1 μm 与 0. 001°,
如果想得到更高的插补精度,可以进一步增加离散

点数目或用更高次的插补算法,但需结合计算成本

考虑。 而均匀节点参数法存在些许跳动,特别是在

蝴蝶尾巴根部这种拐角变化接近 180°的路径,存在

剧烈跳动现象,插补误差明显高于常规编码器的分

辨率。 这是因为离散点没有精确落在曲率变化点,
插补点与期望轨迹偏差较大。
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图 9　 均匀节点参数法与本文方法的各电机插补误差

Fig. 9　 Interpolation errors of each motor between uniform node parameter method and proposed method

　 　 同生成速度规划点的时间参数及路径总时间一

致,以不同的电机运动限制作为不同的工况,计算对

应的插补误差,由于涉及到高速与高加速,速度曲线

更复杂,且变化更频繁,因此采用更高次的 pvat 函

数(即在这个时间点 t 以速度 v 和加速度 a 到达位

置 p)作为控制器插补算法,其通过五次多项式插补

离散点,得到结果见表 5。

表 5　 本文方法与均匀节点参数法在不同工况下的插补误差

Tab. 5　 Interpolation errors between proposed method and uniform node parameter method under different working conditions

方法
插补误差最大值 / 10 - 3(mm·(°) - 1) 插补误差均方根值 / 10 - 4(mm·(°) - 1)

低速 中速 高速 低速 中速 高速

本文方法 0. 051 0 / 0. 061 7 0. 260 7 / 0. 389 5 0. 901 6 / 0. 916 1 0. 039 1 / 0. 069 8 0. 083 7 / 0. 120 5 2. 088 1 / 2. 843 0

均匀节点参数法 0. 359 0 / 0. 288 4 0. 474 6 / 0. 543 8 0. 956 1 / 0. 970 1 0. 535 0 / 0. 816 4 0. 096 2 / 0. 136 1 2. 450 3 / 3. 323 1

　 　 从表 5 可知,无论是插补误差最大值还是均方

根值,本文方法在不同工况下的插补误差均小于均

匀节点参数法,能够更好识别拐角点。 因此,在路径

曲线基础上生成的速度节点参数更符合路径特征,
具备更好的曲率识别性。

3. 2. 3　 平台运动

整合离散点路径、速度与时间信息,将其作为输

入传入控制卡的 pvt 运动函数,选择采样周期为

4. 426 7 × 10 - 4 s,记录各电机跟踪情况,绘制跟踪效

果如图 10 所示。
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图 10　 各电机位置跟踪效果

Fig. 10　 Position tracking performance of each motor

　 　 从图 10 中指令位置可看出各电机路径曲线光

滑、无突变。 从实际位置和指令位置的贴合程度可

知各电机的跟踪误差较小,电机实际运行情况与理

论情况符合,验证了本文方法能在满足驱动约束的

条件下生成平滑无波动的运动轨迹。

4　 结　 论

1)建立了一种五轴混联机构末端运动到电机

运动的映射模型,通过 POE 法建立位置映射,在此

基础上通过矩阵微分法建立速度、加速度与加加速

度映射,使得驱动约束模型具有连续性与可导性,为
后续速度规划工作奠定基础。

2)提出采用向心法描述路径曲线节点参数,将
其作密集化处理进一步用于速度模型节点的方法,
保证了路径模型与速度模型的匹配性以及速度曲线

识别曲率变化点的精确性。
3)提出一种构造各段路径时间积分函数以求

取路径总时间的方法,相比泰勒二阶插补方法具备

更高的鲁棒性与精度,保证了速度 - 路径函数向速

度 -时间函数的准确映射。
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