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参数未知的复混沌系统错位复修正函数投影同步
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摘　 要: 为解决参数未知的复混沌系统在复杂状态变量无法分离情况下的同步控制问题,提出了错位复修正函数投影同步

(misalignment complex correction function projection synchronization,MCCFPS)控制方案。 首先,设计一种自适应跟踪控制器,使
其能够适应任意有界复混沌系统之间的差异。 该控制器通过动态控制强度和收敛因子增强自适应能力并调节收敛速度,通
过 Lyapunov 理论证明该控制器的收敛性,从而为控制方案的可靠性提供理论支持。 然后,对两个异构的复混沌系统进行动力

学模型分析,计算并比较混沌系统和复混沌系统时间序列的模糊熵,验证复混沌系统的复杂度更高,从而突显其同步控制在

保密通信应用中的优越性,并进一步设计其 MCCFPS 同步方案。 最后,通过数值仿真验证 MCCFPS 方案的有效性。 结果表明:
该方案能够成功实现复混沌系统的同步控制,并具有良好的同步效果和控制性能。 总体来说,相较于传统的混沌系统,研究

引入复变量,并采用更复杂的 MCCFPS 同步控制方案,直接在复域中实现混沌同步,有效提高了系统的安全性。 研究结果为

复系统同步控制问题提供了新的思路和途径,具有重要的应用价值。
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Misalignment complex correction function projection synchronization
of complex chaotic systems with unknown parameters
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Abstract: To address the problem of synchronizing chaotic systems with unknown parameters and complex state
variables that cannot be separated, a misalignment complex correction function projection synchronization
(MCCFPS) control scheme is proposed. First, an adaptive tracking controller is designed to accommodate the
differences between any bounded complex chaotic systems. This controller enhances adaptive capability and adjusts
convergence speed through dynamic control strength and convergence factors, and proves the convergence of the
controller through Lyapunov theory, providing theoretical support for the reliability of the control scheme.
Subsequently, the dynamic models of two heterogeneous complex chaotic systems are analyzed. Fuzzy entropy of the
time series of chaotic and complex chaotic systems is calculated and compared to validate that complex chaotic
systems have higher complexity. This highlights the superiority of their synchronization control in secure
communication applications. The MCCFPS synchronization scheme is further designed. Finally, the effectiveness of
the MCCFPS scheme is verified through numerical simulations. The results demonstrate that the scheme successfully
achieves synchronization control of complex chaotic systems, exhibiting good synchronization effects and control
performance. Overall, compared to traditional chaotic systems, this study introduces complex variables and adopts a
more sophisticated synchronization control scheme, MCCFPS, to directly achieve chaotic synchronization in the
complex domain, effectively enhancing system security. This research provides new ideas and approaches to the
synchronization control problem of complex systems, holding significant practical value.
Keywords: complex chaotic systems; complex variables; MCCFPS; parameter identification; fuzzy entropy

收稿日期: 2024 - 03 - 25;录用日期: 2024 - 05 - 22;网络首发日期: 2024 - 06 - 27
网络首发地址: https: / / link. cnki. net / urlid / 23. 1235. T. 20240626. 1626. 009
基金项目: 自治区自然科学基金(2022D01C367);天山英才培养计划(2023TSYCCX0037,2023TSYCQNTJ0020)
作者简介: 杨玉佩(1998—),女,硕士研究生;王　 聪(1989—),女,副教授,博士生导师
通信作者: 王　 聪,wangc@ xju. edu. cn

　 　 在当今科学与工程领域中,复混沌系统的控制

与同步已成为备受关注的热点议题。 复混沌系统具

有复变量和复参数,能够将变量数量翻倍并产生更

复杂多变的动力学行为,从而更准确地描述实际物



理模型的特点[1 - 2]。 由于其多变的动力学行为和丰

富的混沌特性,在天气和气候预测、图像加密、信号

处理等领域具有广泛的应用前景,特别是在保密通

信领域,引入复变量能够增强系统的抗攻击能力,并
提高传输效率[3]。

近年来,越来越多的研究者开始关注复混沌系

统的动态行为、稳定性、控制和同步[4]。 例如,Sun
等[5]研究了 3 个分数阶复混沌系统的实组合同步问

题,通过稳定性理论将两个分数阶复混沌系统和

1 个分数阶复混沌系统渐近同步到两个标度矩阵;
Zhang 等[6]提出了一种新的复组合多开关反同步控

制方案,实现了 3 个分数阶复混沌系统和两个整数

阶复混沌系统之间的同步;Sajid 等[7]研究了一种异

构复分数阶混沌系统的混合复投影同步方案,通过

利用复标度矩阵,增加了通信的不可预测性和图像

加密安全性。 然而,复混沌系统普遍存在参数未知

问题。 在实际工程应用中,参数的不确定性通常会

对系统的控制和同步造成影响[8]。 特别是在保密

通信中,接收端的参数通常是不确定的,这将直接影

响通信质量[9 - 10]。 因此,研究具有不确定参数的复

混沌系统的控制更具有现实意义。
为了解决这一问题,近年来学者们提出了一系

列创新的同步方案。 Wang 等[11]介绍了一种基于忆

阻器的超混沌复 Lü 系统,并研究了其自适应复数广

义同步,实现了对两个参数未知的相同超混沌复 Lü
系统的复杂广义同步和参数辨识;Zhang 等[12] 提出

了含未知参数复混沌系统的跟踪控制方案和参数识

别方法,并通过仿真验证了方案的有效性。 目前大

部分研究依旧采用分离复混沌系统的实部和虚部的

方法进行同步控制,这增加了计算的难度,且并非所

有复混沌系统都能简化为实部和虚部。 此外,从混

沌同步方式越复杂越有利于保密性能的角度来看,
选择更复杂的同步方案可以提高密钥生成的效率,
增强数据加密和解密以及通信信道的安全保护功

能,从而提高保密通信的隐蔽性和可靠性。
在各种同步方案中,修正投影同步[13]是一种重

要的方式,其可以将主系统和从系统同步到一个特

定尺度的对角矩阵,能够将二进制数字扩展到更高

进制的数字,从而实现更快的传输速度,在保密通信

中具有重要意义。 完全同步、反同步以及投影同步

均属于修正投影同步的特例。 张平奎等[14] 研究了

分数阶神经网络的修正投影同步问题,通过选取适

当的激励控制器辅助设计滑模控制器,并设计了合

适的切换平面和有效的趋近率,最终实现了修正投

影同步。 这种同步方式相较于传统同步方式更复

杂,但却更安全。 修正投影同步增强了控制器在实

际工程应用中的随机性和不可预测性,从而进一步

提高了系统的抗攻击能力。 通过利用各种电子元件

构建模拟电路,可以实现复杂控制器的实际应用。
此外,复杂控制器引入更多的非线性项和参数,增加

了混沌同步的复杂度,从而提高了系统的防御能力

和稳健性。
受上述启发,本文提出一种基于自适应理论和

Lyapunov 理论的异构复混沌系统的错位复修正函数

投影同步 ( misalignment complex correction function
projection synchronization,MCCFPS)控制方案。 该方

案引入含复数的混沌系统,拥有更多的状态变量和

复杂的动态特性,通过非线性函数耦合响应系统和

驱动系统后,与响应系统实现错位函数投影同步,采
用更精密的同步控制方案,充分利用复数域的特性,
提高了同步控制的效率和精度,呈现出多样化的同

步方式。 进一步对经典复混沌系统进行模型分析,
并设计 MCCFPS 控制器和参数更新律,数值仿真验

证所提方案的有效性,为复混沌系统同步控制研究

提供新的思路和方法。

1　 MCCFPS 问题及控制器设计分析

1. 1　 MCCFPS 问题描述

考虑将如下形式的复混沌系统作为驱动系统

x· = Ax + f(x) (1)
式中:x = [x1,x2,…,xn] T 为复数状态变量,x = xr +

jxi,j = - 1为虚数单位,上标 r 和 i 分别标记实部

和虚部;A = [a1,a2,…,an] T 为不确定的复参数矩

阵;f(x)为连续非线性复函数。
考虑将以下复混沌系统作为响应系统

y· = By + g(y) + u(x,y) (2)
式中:y = [y1,y2,…,yn] T 为复数状态变量,y = yr +
jyi;B = [b1,b2,…,bn] T 为复参数矩阵;g(y)为连续

非线性复函数;u(x,y) = ur + jui 为控制器。
定义 1　 状态变量误差为

ek = (αk( t)xh + βk( t))yk - γh( t)xh (3)
式中:xh(h = 1,2,…,n)、yk(k = 1,2,…,n,h≠k)分
别为 x、y 的分量;ek 为 e = [e1,e2,…,en] T 的分量;
αk( t)、βk( t)、γh( t)均为有界可微的连续函数。

本文的主要目标是设计驱动系统中未知参数的

自适应更新规律和 MCCFPS 控制器 u(x,y)使得驱

动系统(1)和响应系统(2)满足lim
t→∞

‖e( t)‖ = 0,即

lim
t→浣

‖(αk ( t) xh + βk ( t)) yk - γh ( t) xh ‖ = 0,式中

‖·‖为一个矢量的欧几里得范数,则系统(1)和

(2)实现 MCCFPS,不同的同步类型见表 1。
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表 1　 同步类型

Tab. 1　 Function synchronization type

状态变量误差 同步类型

eh = yh - kxh(γ( t) = k) 投影同步

eh = yh - γ( t)xh 复函数投影同步

eh = yh - γh( t)xh 复修正函数投影同步

eh = αh( t)yh - γh( t)xh 广义修正函数投影同步

由表 1 可知,通过设置非线性连续函数 αh( t)、
γh( t)从而实现不同类型的同步,错位复修正函数投

影同步可看作是表中同步类型的推广。
1. 2　 MCCFPS 控制器的设计及稳定性分析

假设驱动系统的参数未知,由式(3)可得同步

误差系统动力学方程为

　 e·k = α·k(t)xhyk + β
·

k(t)yk + (αk(t)xh + βk(t))y
·

k -

γ·h( t)xh + (αk( t)yk - γh( t)) x
·

h (4)
定理 1　 含未知参数的驱动系统(1)和响应系

统(2)的 MCCFPS 同步控制器为

　 uk(xh,yk) = - [αk( t)xh + βk( t)] - 1[(αk( t) xh +

βk( t))(Byk + g(yk)) + α·k ( t) xhyk +

β
·

k( t)yk - γ·h( t)xh + A
^
h(αk( t)yk -

γh(t))xh + (αk(t)yk - γh( t)) f(xh) -
Lkek] (5)

式中:A
^
h 为估计参数A

^
的分量,A

^
为 A 的估计值;Lk

为控制强度 L = [ L1,L2,…,Ln] T 的分量。 其中A
^
h

和 Lk 的自适应更新律为

　

A
·̂

h = σh[((αk( t)yk - γh( t))F(xh)) r

　 　 ((αk( t)yk - γh( t))F(xh)) i]
erk
eik

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

L
·

k = - ζk‖ek‖2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(6)

式中:σh 和 ζk 为正常数,F(xh)为非线性函数。 利

用式(5)、(6)可使系统(1)、(2)实现 MCCFPS,同时

能够识别驱动系统中的未知参数,即对任意的初始

值都有lim
t→∞

‖e‖ =0,lim
t→∞

A
^
= A。

证明　 构建 Lyapunov 函数 V( t)为

V( t,ek( t)) = 1
2 ∑

n

k = 1
[(erk) 2 + (eik) 2] + 1

2ζ∑
n

k = 1
(Lk +

L∗) 2 + 1
2σ[(A

~ r) T A
~ r + (A

~ i) T A
~ i]

(7)

式中:L∗ 为一个很大的正常数,A
~

= A
^
- A。 易知

V( t)是正定的,其关于时间的变化率为

V
·
( t) = (e·r) Ter + (e·i) Tei -∑

n

k = 1
(Lk + L∗) 2‖ek‖2 +

1
σ [(A

~·r) T A
~ r + (A

~·i) T A
~ i] = [(α

·
k( t)xhyk +

β
·

k( t)yk + (αk( t)xh + βk( t))y
·
k - γ

·
h( t)xh +

(αk(t)yk - γh(t))x
·
h) r]T er + [(α

·
k(t)xhyk +

β
·
k(t)yk + (αk(t)xh + βk( t))y

·
k - γ

·
h( t)xh +

(αk(t)yk - γh(t))x
·
h) i]T ei -∑

n

k = 1
L∗ ‖ek‖2 -

∑
n

k = 1
Lk ‖ek‖2 + 1

σ [(A
~·r) T A

~ r + (A
~·i) T A

~ i]

(8)
将式(1)、(2)、(5)、(6)代入式(8)可得

V
·
( t) = ∑

n

k = 1
[(αk( t)yk - γh( t))(Ah - A

^
h)F(xh) +

Lkek] rerk + ∑
n

k = 1
[(αk( t)yk - γh( t))(Ah -

A
^
h)F(xh) + Lkek] ieik - ∑

n

k = 1
L∗ ‖ek‖2 -

∑
n

k = 1
Lk ‖ek‖2 -∑

n

k =1
[(αk(t)yk - γh(t))(Ah -

A
^
h)F(xh)] rerk -∑

n

k =1
[(αk(t)yk - γh(t))(Ah -

A
^
h)F(xh)] ieik = - ∑

n

k = 1
L∗ ‖ek‖2 ≤0 (9)

选择合适的控制参数 σ 和 ζ,由于 V( t)是一个

正 Lyapunov 函数,其导数 V
·
( t) 为半负定,根据

Lyapunov 稳定性定理,同步误差 ek 随时间趋于无穷

渐近收敛于零,参数 a^ 1、a
^
2 和 a^ 3 随时间趋于无穷渐

近收敛于固定参数,误差系统(4)在原点渐近稳定,
成功地实现了系统 (1)、 (2) 的 MCCFPS 和参数

辨识。

2　 复混沌系统的分析

2. 1　 复 Lü 混沌系统和复 Lorenz 系统动力学模型

分析

　 　 选择复 Lü 混沌系统模型[15]为

x·1 = a1(x2 - x1)

x·2 = a2x2 - x1x3

x·3 = ( x- 1x2 + x1x
-
2) / 2 - a3x3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(10)

式中参数 a1 = 30 + j、a2 = 26 + 0. 3j、a3 = 1 时,其时

域波形和相图分别见图 1 和图 2。
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图 1　 复参数 Lü 混沌系统时域波形

Fig. 1　 Time domain waveform of complex parameter Lü chaotic
system

图 2　 复参数 Lü 混沌系统混沌吸引子相图

Fig. 2　 Chaotic attractor phase diagram of complex parameter Lü
chaotic system

　 　 除了上述的相图,还利用常规非线性分析手段

中的分岔图和 Lyapunov 指数谱研究复混沌系统的

动力学特性[16 - 17]。 图 3 为复参数 Lü 混沌系统的分

岔图及 Lyapunov 指数谱。 图 3(a)是系统(10)状态

变量 x3 的分岔图。 随着 a3 在[0,10]内递增,系统

先进入混沌状态,随后从复杂的行为转变为简单的

周期性行为。 图 3(b)是系统(10)的 Lyapunov 指数

谱,其中 Lyapunov 指数分别为 LE1、LE2、LE3。 通过

数值方法计算系统中每个状态变量的 Lyapunov 指

数,若系统具有1 个正的 Lyapunov 指数,其处于混沌

状态;若其具有两个或以上正的 Lyapunov 指数,则
处于超混沌状态。 复混沌系统虽只有三维,但由

图 3(b)可知其具有 3 个正的 Lyapunov 指数,表现出

了超混沌系统的特征,因此,系统(10)处于混沌状态。

图 3　 复参数 Lü 混沌系统的分岔图及 Lyapunov 指数谱

Fig. 3　 Bifurcation diagram and Lyapunov exponent spectrum of the complex parameter Lü chaotic system

　 　 复 Lorenz 系统模型[18]为

y
·

1 = b1(y2 - y1)

y
·

2 = b2y1 - b3y2 - y1y3

y
·

3 = ( y
-
1y2 + y1y

-
2) / 2 - b4y3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(11)

式中参数 b1 = 10、b2 = 50 + 0. 02j、b3 = 1 - 0. 05j、
b4 = 1 时,时域波形和混沌吸引子相图见图 4 和

图 5。 图 6 为复参数 Lorenz 混沌系统的分岔图及

Lyapunov 指数谱。 图 6(a)是系统(11)状态变量 y2

的分岔图。 随着 b1 在[0,15]内递增,系统由周期分

岔通向混沌状态。 图 6(b)是系统(11)的 Lyapunov
指数谱,其具有3 个正的 Lyapunov 指数 LE4、LE5、
LE6,表现出超混沌特性,系统(11)处于混沌状态。
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图 4　 复参数 Lorenz 混沌系统时域波形

Fig. 4 　 Time domain waveform of complex parameter Lorenz
chaotic system

图 5　 复参数 Lorenz 混沌系统混沌吸引子相图

Fig. 5 　 Chaotic attractor phase diagram of complex parameter
Lorenz chaotic system

图 6　 复参数 Lorenz 混沌系统的分岔图及 Lyapunov 指数谱

Fig. 6　 Bifurcation diagram and Lyapunov exponent spectrum of the complex parameter Lorenz chaotic system

2. 2　 复杂度分析

在保密通信领域,混沌系统的复杂性至关重要,
因为具有高复杂性的混沌系统通常代表着更高的安

全性[19 - 20]。 为了证明本文所研究的对象相较于实

数域混沌系统的优越性,使用了模糊熵算法( fuzzy
entropy,FuzzyEn) [21]进行对比。 模糊熵算法是一种

用于衡量混沌时间序列复杂程度的测度算法。 相较

于样本熵、近似熵和谱熵,模糊熵对相似容限度、相
空间维数和序列长度的敏感性和依赖性更低,具有

更强的鲁棒性,同时其测量值具有更好的连续性。
混沌时间序列的 FuzzyEn 值越大,表示其复杂度越

高。 利用 MATLAB 软件计算并对比 Lorenz 系统和

复 Lorenz 系统的模糊熵。 由于两个系统对初始值

异常敏感,表现出了关于初始值多重稳定性的特性。
因此,需要固定系统参数,并分析初始条件对复杂度

的影响。

2. 2. 1　 Lorenz 系统复杂度分析

Lorenz 系统是一种经典的混沌系统,由 Edward
于 1963 年提出,是一种简化的大气对流模型,用于

描述大气运动中的非线性动力学行为[22]。 Lorenz
系统由以下 3 个常微分方程组成,模型为

z·1 = c1( z2 - z1)

z·2 = c2 z1 - z1 z2 - z1 z3
z·3 = z1 z2 - c2 z3

ì

î

í

ï
ï

ïï

(12)

式中 z1、z2 和 z3 分别为系统中的状态变量。 当选择

参数 c1 = 10、c2 = 28、c3 = 8 / 3 时,Lorenz 系统处于混

沌状态。 图 7 显示了在上述固定参数条件下,选择

初始值为[ z1(0),z2(0),2]、[ z1(0),2,z3(0)]、[2,
z2(0),z3(0)]时,系统(12)的三维 FuzzyEn 复杂度,
其中 z1(0)、z2(0)、z3(0)均处于[ - 20,20]。 由图 7
可以直观地看出,该系统在这一固定参数条件下,初
始值选择[ -13,15,2]时,系统复杂度最高,为 0. 137 7。
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图 7　 Lorenz 系统三维 FuzzyEn 复杂度

Fig. 7　 Three-dimensional FuzzyEn complexity of the Lorenz system

2. 2. 2　 复 Lorenz 系统复杂度分析

图 8 显示了在固定参数(b1 = 10,b2 = 50 + 0. 02j,
b3 = 1 - 0. 05j,b4 = 1)条件下,选择初始值为[yr

1(0) +
yi
1(0)j, - 1 - j, - 1 - j]、[yr

1(0) - j, - 1 - yi
2(0) j,

- 1 - j]、[ yr
1 (0) + j, - 1 - j, - 1 - yi

3 (0) j]时,系

统(11)的三维 FuzzyEn 复杂度,其中 yr
1(0)、yi

1(0)、
yi
2(0)、yi

3 (0)均处于[ - 20,20]。 由图 8 可以直观

地看出,该系统在这一固定参数条件下,初始值选择

[ - 2 - 15j, - 2 - 15j, - 2 - 15j]时,系统复杂度最

高,为 0. 233 0。

图 8　 复 Lorenz 系统三维 FuzzyEn 复杂度

Fig. 8　 Three-dimensional FuzzyEn complexity of the complex Lorenz system

　 　 综上所述,Lorenz 混沌系统的最高复杂度为

0. 133 7,而复 Lorenz 混沌系统的最高复杂度为

0. 233 0。 表明复 Lorenz 混沌系统在 FuzzyEn 算法

下展现出更高的复杂度,相较于 Lorenz 混沌系统,

本文所选择的复混沌系统更适合应用于混沌保密通

信中,进一步验证了复混沌系统的优越性。 表 2 总

结了上述两个混沌系统在固有参数下的 FuzzyEn 复

杂度。

表 2　 混沌时间序列的 FuzzyEn 值

Tab. 2　 FuzzyEn values of chaotic time series

系统类型 参数 初始值 FuzzyEn 复杂度值

Lorenz 系统 c1 = 10,c2 = 28,c3 = 8 / 3 [ - 1, - 1, - 1] 0. 129 4

复 Lorenz 系统 b1 = 10,b2 = 50 + 0. 02j,b3 = 1 - 0. 05j,b4 = 1 [ - 1 - j, - 1 - j, - 1 - j] 0. 171 3

3　 错位复修正函数投影同步的实现

以系统(10)作为驱动系统,系统(11)加入控制

器后为响应系统,响应系统的动力学方程为

y
·

1 = b1(y2 - y1) + u1

y
·

2 = b4y1 - b3y2 - y1y3 + u2

y
·

3 = ( y
-
1y2 + y1y

-
2) / 2 - b4y3 + u3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(13)

式中 uk(k = 1,2,3)为待定的非线性反馈控制器。
根据 MCCFPS 的定义,当驱动系统和响应系统

的状态变量中有一对及以上不按照原有对应关系进

行组合时,误差向量的组合方式更加多样化(驱动

系统仅包含实部状态向量,响应系统仅包含实部匹

配)。 系统(10)、(13)的MCCFPS 误差的典型描述为

e1 = [α1( t)x2 + β1( t)]y1 - γ2( t)x2

e2 = [α2( t)x1 + β2( t)]y2 - γ1( t)x1

e3 = [α3( t)x3 + β3( t)]y3 - γ3( t)x3

ì

î

í

ïï

ïï
(14)

式中 αk( t)、βk( t)、γh( t) ( k,h = 1,2,3,k≠h)均为

不为零的非线性比例函数。
根据系统(10)、(13),可得 MCCFPS 误差动力

系统为
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e·1 =α·1(t)x2y1 + β
·

1(t)y1 + b1[α1(t)x2 + β1(t)](y2 -

y1) + [α1(t)x2 + β1(t)]u1 - γ
·

2(t)x2 +

a2[α1(t)y1 -γ2(t)]x2 - [α1(t)y1 -γ2(t)]x1x3

e·2 =α·2(t)x1y2 + β
·

2(t)y2 + [α2(t)x1 + β2(t)](b4y1 -

b3y2 - y1y3) + [α2(t)x1 + β2(t)]u2 - γ
·

1(t)x1 +

a1[α2(t)y2 -γ1(t)](x2 - x1)

e·3 =α·3(t)x3y3 + β
·

3(t)y3 + [α3(t)x3 + β3(t)][(y
-
1y2 +

y1y
-
2) / 2 - b2y3] + [α3(t)x3 + β3(t)]u3 - γ

·
3(t)x3 +

[α3(t)y3 -γ3(t)](x
-
1x2 + x1x

-
2) / 2 - a3[α3(t)y3 -

γ3(t)]x3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(15)

通过将驱动系统(10)和响应系统(13)的错位

复修正函数投影同步问题进一步转化为误差系

统(15)的稳定性问题,基于 Lyapunov 稳定性定理和

自适应理论,构建同步控制器:

u1 = - [α1(t)x2 + β1(t)] -1[α·1(t)x2y1 + β
·

1(t)y1 +

b1(α1(t)x2 + β1(t))(y2 - y1) - γ
·

2(t)x2 +

a^ 2(α1(t)y1 -γ2(t))x2 -(α1(t)y1 -γ2(t))x1x3 - l1e1]

u2 = - [α2(t)x1 + β2(t)] -1[α·2(t)x1y2 + β·2(t)y2 +

(α2(t)x1 + β2(t))(b4y1 - b3y2 - y1y3) - γ·1(t)x1 +

a^ 1(α2(t)y2 -γ1(t))(x2 - x1) - l2e2]

u3 = - [α3(t)x3 + β3(t)] -1[α·3(t)x3y3 + β
·

3(t)y3 +

(α3(t)x3 + β3(t))(y
-
1y2 + y1y

-
2) / 2 - b2(α3(t)x3 +

β3(t))y3 - γ
·

3(t)x3 + (α3(t)y3 -γ3(t))(x
-
1x2 +

x1x
-
2) / 2 - a

^
3(α3(t)y3 -γ3(t))x3 - l3e3]

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(16)

式中 l1, l2, l3 均为控制强度。 将式 ( 16 ) 代入

式(15),可将 MCCFPS 的误差动力系统化简为

e·1 = [α1( t)y1 - γ2( t)](a2 - a^ 2)x2 + l1e1

e·2 = [α2( t)y2 - γ1( t)](a1 - a^ 1)(x2 - x1) + l2e2

e·3 = [γ3( t) - α3( t)y3](a3 - a^ 3)x3 + l3e3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(17)

式中 a^ 1、a
^
2、a

^
3 分别为驱动系统(10)的未知参数 a1、

a2、a3 的估计值,构造驱动系统中不确定参数 A 的

自适应变化律为

A
·̂

=
a
·̂

1

a
·̂

2

a
·̂

3

( ) =

σ1[(α2( t)(x2 - x1)y2 - γ1( t)(x2 -

　 　 x1)) rer2 + (α2( t)(x2 - x1)y2 -

　 　 γ1( t)(x2 - x1)) iei2]

　 σ2[(α1( t)x2y1 - γ2( t)x2) rer1 +

　 　 (α1( t)x2y1 - γ2( t)x2) iei1]
　 　 σ3(γ3( t) - α3( t)y3)x3e3

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

(18)
构造控制强度为

L
·
=

l
·

1

l
·

2

l
·

3

( ) =

- ζ1 ‖e1‖2

- ζ2 ‖e2‖2

- ζ3 ‖e3‖2
( ) (19)

定理 2　 对于任意非零比例函数 αk( t)、βk( t)、
γh( t),在控制器(16)和自适应变化律(18)的作用

下,驱动系统和响应系统的任意初始条件均能使驱

动系统(10)和响应系统(12)实现 MCCFPS,且实现

驱动系统未知参数的准确辨识。

4　 数值分析

4. 1　 错位复修正函数投影同步数值仿真

采用 MATLAB R2023a 仿真平台进行仿真实

验。 选择复 Lü 混沌系统作为驱动系统,复 Lorenz
系统加入控制器后作为响应系统,选择仿真参数见

表 3。

表 3　 参数选取

Tab. 3　 Relevant parameters selection

相关参数 取值

系统参数
a1 = 30,a2 = 26,a3 = 1,b1 = 10,b2 = 50 + 0. 02j,

b3 = 1 - 0. 05j,b4 = 1

初始值
x(0) = [1 + j,1 + j,1 + j] T,

y(0) = [ - 1 - j, - 1 - j, - 1 - j] T

同比例函数

α1 = 3 + sin t,α2 = 2 - cos 3t,α3 = 2 - sin t,

β1 = 3 + 2sin t,β2 = cos t,β3 = sin t,

γ1 = 2sin t,γ2 = - cos 2t,γ3 = 1 + 2sin t

根据驱动系统(10)和响应系统(13) MCCFPS
的误差式 (14),代入取定的同步比例函数,可得

MCCFPS 的误差为

e1 = [(3 + sin t)x2 + 2sin t + 3]y1 + (cos 2t)x2

e2 = [(2 - cos 3t)x1 + cos t]y2 - (2sin t)x1

e3 = [(2 - sin t)x3 + sin t]y3 - (2sin t + 1)x3

ì

î

í

ïï

ïï

(20)
各状态变量误差曲线见图 9,可以观察到驱动

系统(10)和响应系统(13)MCCFPS 的同步误差刚

开始表现出一些振荡,但随后迅速趋于零。 系统的
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仿真结果与理论分析一致,这种快速的收敛速度表

明所设计的控制器(16)具备良好的控制能力。 因

此,同步系统能够迅速而有效地实现 MCCFPS,为系

统的稳定和性能提供了可靠的保证。
图 10 为未知参数的自适应估计值。 由图 10 可

知,在自适应控制律(18)作用下,自适应参数 a1、
a2、a3 估计值能够很好地估计出系统参数固有值

a1 = 30、a2 = 26、a3 = 1,验证了自适应律的正确性,
表明设计的自适应控制律具有较好的实用性。

图 11 是响应系统(13)和驱动系统(10)的时域

波形曲线。 首先通过函数耦合响应系统和驱动系统

得到驱动信号((αkxh + βk) yk),随后通过耦合函数

和响应系统得到响应信号(γhxh)。 图中呈现了驱动

信号错位跟踪响应信号的各项曲线,清晰地展示了

跟踪过程中的动态行为。 在短暂的 0. 2 s 内,系统

(13)能够快速按照给定的函数比例和耦合关系与

系统(10)实现同步,表明了所设计同步控制器(16)
的正确性和有效性,并进一步验证了所提方案的可

行性和优越性。 对于实际应用而言,这种快速同步

能力至关重要,尤其是在需要快速响应的系统控制

和保密通信领域。

图 9　 MCCFPS 误差曲线

Fig. 9　 MCCFPS error curve
图 10　 未知参数的自适应估计值

Fig. 10　 Adaptive estimation of unknown parameters

图 11　 复 Lü 混沌系统跟踪复 Lorenz 系统时域波形

Fig. 11　 Time domain waveform of complex parameter Lü chaotic system tracking complex parameter Lorenz system
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4. 2　 同步方案抗延迟性能测试

混沌系统对时间极为敏感,而在实际情况下,混
沌同步的延迟主要是由信息传输或反馈延迟引起

的。 在混沌系统中,即使微小的扰动也可能导致系

统行为发生显著变化,这使得同步过程对时间的精

确性要求极高。 因此,选择在系统运行一段时间后

(8 s)再引入控制器。 图 12 展示了在第 8 秒引入控

制器后系统的同步性能。 由图 12( c)和(d)可知,
在没有控制器的情况下系统未出现同步,且混沌动

态特性处于自由演变状态。 在第 8 秒引入控制器可

以确保系统在稳定状态之前有足够的时间进行演

变,并且之后可以迅速达到同步状态,从而证明了方

案的可靠性和可重复性。 此外,这种延迟还有助于

评估控制器的响应时间,以及其对混沌系统同步性

能的影响,为后续的控制器设计提供了更全面的信

息。 综上所述,延迟引入控制器有助于更好地理解

系统的动态行为,并确保实验设计的合理性,进一步

评估了同步控制方案的性能。

图 12　 延迟 8 s 加入控制器后混沌同步控制性能

Fig. 12　 Performance of chaos synchronization control after introducing the delay of 8 seconds

4. 3　 复混沌系统投影同步

选择文献[18]中 Sprott B 系统作为研究对象,
其中 w1 = w11 + jw12、w2 = w13 + jw14 为复函数,w3 =
w15为实函数。 将所得等效数学模型作为驱动系统

w
·

1 = - w1 + w2

w
·

2 = - w1w3

w
·

3 = (w- 1w2 + w1w
-
2) / 2 - d

ì

î

í

ï
ï

ïï

⇒

w
·

11 = - w11 + w13

w
·

12 = - w12 + w14

w
·

13 = - w11w15

w
·

14 = - w12w15

w
·

15 = w11w13 + w12w14 - d

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(21)
式中选择参数 d = 4. 45 时,系统的 Lyapunov 指数分

别为 0. 156、0. 001、0、 - 1. 001 和 - 1. 155,存在两个

大于零的 Lyapunov 指数,系统处于混沌状态。

令系统 (11) 中状态变量 y1 = y21 + jy22、 y2 =
y23 + jy24为复函数,y3 = y25为实函数。 将所得等效数

学模型作为响应系统

　 　 　

y
·

1 = b1(y2 - y1) + u1

y
·

2 = b2y1 - b3y2 - y1y3 + u2

y
·

3 = ( y
-

1y2 + y1y
-
2) / 2 - b4y3 + u3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

⇒

　 　 　

y
·

21 = b1(y23 - y21) + u11

y
·

22 = b1(y24 - y22) + u12

y
·

23 = b2y21 - b3y23 - y21y25 + u13

y
·

24 = b2y22 - b3y24 - y22y25 + u14

y
·

25 = y21y23 + y22y24 - b4y25 + u15

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(22)

·37·第 9 期 杨玉佩, 等: 参数未知的复混沌系统错位复修正函数投影同步



式中选择参数 b1 = 10、b2 = 28、b3 = 1、b4 = 1 时,系统

的 Lyapunov 指数分别为 0. 496、0. 002、0. 007、 -11. 000
和 - 12. 501,则存在 3 个大于零的 Lyapunov 指数,
系统处于混沌状态。 定义误差系统为 e′s = y2s - qw1d

( s,d = 1,2,3,4,5),比例因子 q = - 3,选择控制器

u1s = qg(y2s) - p(w1d) - Kse′s,其中 Ks 为大于零的反

馈增益系数,g(y2s)、p(w1d)为连续的非线性函数,
部分状态时序波形和误差曲线见图 13。 由图 13 可

知,误差系统在施加控制器后 1. 4 s 收敛于零,即实

现投影同步。

图 13　 系统(21)和系统(22)部分状态时域波形和误差曲线

Fig. 13　 Partial state time domain waveforms and error curves of systems (21) and (22)

4. 4　 讨论与分析

为了详细阐述实验结果,选择了复 Sprott B 系

统和系统(11)作为示例进行比较分析,通过控制器

的设计,实现了系统(21)和系统(22)的投影同步。
这种传统的复混沌系统控制方案通常需要分离实部

和虚部,增加了计算负担,并且这种分离会降低原有

系统的复杂性。 此外,实验结果显示,传统的投影同

步方案需要 1. 4 s 才能实现同步,同步速度较慢。
相比之下,本文提出的控制策略无需分离实部和虚

部,从而降低了计算负担,并且在明确定义的控制强

度下,仅需 0. 2 s 即可实现同步。 同时,选择了较为

复杂的控制器实现 MCCFPS,其复杂性和延迟使用

都未影响控制过程的有效性。
通过数值模拟,所提方案在时域波形图中系统

轨迹高度重合,表明控制策略的可行性。 此外,
MCCFPS 同步速度小于传统方案的速度,展示了所

提方案具有在复杂混沌系统中实现快速和稳定同步

的优越性。 本文所选的驱动系统和响应系统的角色

可以互换,而控制策略仍然保持不变。 这是因为混

沌同步控制的目标是通过控制信号实现两个混沌系

统的状态同步,而不是依赖于特定系统作为驱动或

响应系统。 因此,无论选择何种系统作为驱动或响

应系统,都可以实现本文的同步控制方案。 即便控

制器的设计略有不同,也可以在数值仿真中实现类

似的同步效果。

5　 结　 论

1)针对复混沌系统,提出了无需将系统分解为

实部和虚部的同步控制方案,结果表明该方案在保

持系统复杂性的同时显著提高了计算效率。 为复混

沌系统在复数域中直接进行高效同步控制提供了新

思路,有效降低了计算和分析的复杂度,简化了传统

方案中的繁琐步骤。
2)通过引入了 MCCFPS 控制器和未知参数的

辨识法则,调节动态控制强度和收敛因子,进一步优

化了收敛速度,增强了控制器的自适应能力,使得系

统能够快速实现 MCCFPS 同步。 结果表明,该方案

不仅实现了复混沌系统的快速同步,还提高了系统

的稳定性和自适应能力,验证了所设计控制器在复

杂系统同步控制中的有效性。
3)使用的复杂控制器满足了对系统动态行为

更精细调节的需求,同时为提高混沌遮掩保密通信

的安全级别提供了借鉴。 所提控制方案为提高复混

沌系统同步控制效果提供了理论支持,在提高系统

安全性和效率方面具有显著优势,应用前景广阔。
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