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考虑结构性影响的天然软黏土弹塑性本构模型
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摘　 要: 已有本构模型多是基于假设无实际物理意义的参数来考虑土体的结构性,且忽略了结构屈服应力的影响。 为此,根
据原状土与重塑土的抗剪强度关系,提出考虑结构屈服应力的结构性参数 ξ,在临界状态理论框架下,基于修正剑桥模型,选
择 Caputo 型分数阶微分描述土体塑性流动方向与屈服面非正交的特性,建立一种能够考虑黏土结构性影响的分数阶本构模

型。 通过温州黏土和大阪黏土对模型进行验证,当土体所受应力小于结构屈服应力时,结构性参数 ξ > 1,土体的力学特性受

结构性影响显著;当土体所受应力大于其结构屈服应力时,结构性参数 ξ = 1,结构性影响消失,模型可退化为常态分数阶本构

模型。 温州黏土的预测结果表明,在围压为 50、100、200 kPa 时考虑结构性影响的分数阶本构模型最大预测误差比忽略结构

性影响的模型预测误差分别降低 27. 6% 、13. 05%和 1. 8% ,平均最大预测误差为 4. 92% 。 大阪黏土的预测结果进一步验证该

模型可以较好地预测结构性黏土的力学与变形特性,具有良好的适用性和可靠性。
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Elastoplastic constitutive model of natural soft clay considering structural properties

WANG Yuke1,2,3, LI Zaiyang1,2,3, JIANG Rui1,2,3, SUN Yifei4

(1. School of Water Conservancy and Transportation, Zhengzhou University, Zhengzhou 450001, China;
2. State Key Laboratory of Tunnel Boring Machine and Intelligent Operations (China Railway Tunnel Stock Co., Ltd. ),

Zhengzhou 450001, China; 3. Provincial and Ministerial Collaborative Innovation Center for Underground
Engineering Disaster Prevention and Control, Zhengzhou University, Zhengzhou 450001, China;
4. College of Civil Engineering, Taiyuan University of Technology, Taiyuan 030024, China)

Abstract: Most of the existing constitutive models often relay on parameters that lack actual physical significance to
account for the structure of soil, while neglecting the influence of structural yield stress. To address this gap, a
structure parameter ξ incoporating the relationship between the shear strength of undistributed and remolded soils is
proposed. Within the framework of critical state theory, a modified Cam-clay model is developed. This model
employs Caputo-type fractional differential to describe the characteristics of soil plastic flow direction in the soil and
the non-orthogonality of the yield surface. Consequently, a fractional constitutive model considering the structural
effects in clay is established. The model is validated by Wenzhou clay and Osaka clay. When the stress of the soil
is less than the structural yield stress, the structural parameter ξ > 1, indicating that the mechanical properties of
the soil are significantly affected by the structural properties. Conversely, when the stress of the clay is larger than
the structure yield stress, the structural parameter ξ = 1, and the structural influence disappears, allowing the
model to reduce to a conventional fractional constitutive model. The prediction results of Wenzhou clay show that,
when the confining pressure is 50, 100, and 200 kPa, the fractional constitutive model considering the structural
influence reduces the maximum prediction error by 27. 6% , 13. 05% and 1. 8% , respectively, compared to the
model ignoring the structural influence, with an average maximum prediction error of 4. 92% . Further validation
using prediction results of Osaka clay demonstrates that the model better predicts the mechanical and deformation
characteristics of structural clay, exhibiting good applicability and reliability.
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　 　 天然软黏土的结构性是指在长期外部荷载作用

下,天然软黏土颗粒间产生胶结作用,形成具有大孔

隙土颗粒排列的架空结构[1],导致其在颗粒间的排

列、连接方式以及孔隙分布等微观层面明显区别于

重塑土,对土体变形特性具有显著影响。 结构性变

化对于黏土地基建设工程的安全性、耐久性和稳定

性起着重要作用[2],在工程设计中若忽略结构性的

影响,将导致建筑物在使用中出现过早的变形或沉

降破坏,影响工程结构的安全性和稳定性。 因此,针
对天然软黏土的结构性影响,开展本构模拟具有重

要工程意义和应用价值。
由于结构性的存在,天然软黏土相比重塑土具

有更高的强度、刚度以及更高的压缩比和敏感性等

特性。 目前,相关学者针对黏土的结构性及其对力

学特性的影响开展了大量研究。 杨爱武等[3] 通过

对天津结构性软黏土进行试验,发现结构性的存在

使得原状土抵抗变形的能力强于重塑土。 刘炳恒

等[4]通过对湛江强结构性黏土进行三轴试验,证明

了湛江黏土的结构性不仅影响其蠕变特性,对强度

准则也有一定程度的影响。 以上有关天然黏土结构

性的宏观研究证明了结构性的存在对其强度等方面

具有显著影响,也有学者在微观层面上对结构性影

响的机制进行了研究。 如 Luo 等[5]结合扫描电子显

微镜(SEM)、X 射线衍射(XRD)和 X 射线荧光光谱

(XRF)研究黏土的微观结构,提出一种将指数性质

与工程性质相关联的改进方法。 以上试验结果表

明,黏土颗粒单元体之间的接触方式、排列规则均会

影响天然黏土结构的变化,若黏土颗粒之间胶质联

结发生破坏,土体强度则会显著降低,进而其微观结

构的改变影响土体的宏观力学响应。 天然黏土结构

性的特质在塑造其力学特性方面发挥重要作用。
天然黏土结构性的存在使得基于重塑土建立的

本构模型难以准确描述天然黏土的力学特性,具有

一定的局限性。 因此,研究人员在重塑土本构模型

的基础上进行了大量工作。 Liu 和 Carter 等[6 - 7] 在

修正剑桥(MCC)模型的基础上引入反映黏土结构

退化的参数,将适用于重塑黏土的 MCC 模型扩展

为适用于天然黏土的结构性剑桥(SCC)模型。 但引

入参数较多且参数确定复杂,增加了模型应用的难

度。 李吴刚等[8] 和万征等[9 - 10] 则通过在原有模型

上引入反映结构性的参数考虑黏土结构性的影响,
但模型的数学表达和实现更加复杂。 Liu 等[11]通过

在模型中建立结构内部变量模拟结构性软黏土在长

期循环荷载下的力学行为和结构退化过程。 Jiang
等[12]和 Xiao 等[13]在边界面模型的基础上,建立了

考虑黏土结构性的本构模型。 此外,Liang 等[14] 的

研究表明,相关联的流动法则不适用于描述岩土材

料的力学行为,基于传统模型采用非关联流动法则

又很难构造新的塑性势函数,为了考虑结构性的影

响,通常需要引入大量参数,导致模型更加复杂且参

数缺少具体的物理意义,难以适应工程应用。
基于以上研究,采用 Caputo 型分数阶微积分理

论描述土体塑性流动方向与屈服面非正交的特性,
运用非关联的塑性流动法则确定塑性应变大小和方

向。 根据天然黏土的不排水抗剪强度变化,确定天

然黏土的结构屈服应力,提出考虑结构屈服应力影

响的结构性参数 ξ,并在临界状态理论的框架内,基
于修正剑桥模型,建立一个可以考虑黏土结构性影

响的分数阶本构模型。

1　 基本概念与分数阶本构模型

1. 1　 临界状态理论

土体在荷载作用下达到应力不再变化、体积应

变不再变化,而剪应变持续发展的流动状态称为临

界状态[15],可用式(1)表示:
∂p′
∂εq

= ∂q′
∂εq

= ∂V
∂εq

= 0 (1)

式中:p′ = (σ′1 + 2σ′3) / 3 为三轴试验中有效平均应

力,σ′1 和 σ′3 分别表示有效轴压与围压,q′ = (σ′1 -
σ′3)为三轴试验中的偏应力,V 为试样体积,εq 为剪

切应变。
采用参数 ψ 描述土体材料力学和密度特性,有

ψ = e - ec (2)
式中 ec 为临界状态孔隙比。

黏土的临界状态线(CSL)满足半对数线性关

系,围压与临界状态孔隙比 ec 的关系可由下式表示:
ec = eΓ - λln p′ (3)

如图 1 所示,eΓ 为临界状态线 CSL 与 ec轴的截

距,λ 为临界状态线斜率。

图 1　 温州黏土[16] ec -ln p′空间中的临界状态线

Fig. 1　 Critical state line in Wenzhou clay[16] ec -ln p′ space
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1. 2　 硬化准则

在黏土的本构模型中,硬化准则涉及土体在加

载过程中屈服面的变化和土体内部结构的演变,是
黏土弹塑性本构模型中的关键组成部分,用于确定

塑性应变增量的大小。
天然沉积黏土的总应变增量可由下式表示:

ε· = ε·e + ε·p (4)
式中:ε·e 为弹性应变增量,ε·p 为塑性应变增量。

总的弹性应变增量与应力增量的关系可表示为

ε·e = Ce ∶ σ· (5)
式中:Ce 为弹性柔度矩阵[17],可表示为

Ce =
1 / K

1 / (3G)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (6)

式中:K 为体积模量,G 为剪切模量。
总的塑性应变增量 ε·p 表示为

ε·p = Λ ∂αg(σ)
∂σα

ij
(7)

式中:Λ 为塑性乘子,σ = [ p′, q] T 为应力张量,
g(σ)为塑性势面函数。

通过对屈服函数进行进一步求解得到一致性方

程,并代入式(7)得到塑性乘子表达式,得到塑性应

变增量的最终表达式:

ε·p = 1
Πmijnklσ·kl (8)

式中:Π 为硬化模量,mij和 nkl为加载方向和塑性流

动方向,具体计算方法见 1. 4 节。
结合式(5)和(8),可以得到黏土的总应力-应

变关系为

ε· = Ce + 1
Πmijnkl( )σ·kl (9)

式中:ε· 为应变张量,σ·kl为应力张量。
黏土的结构性和塑性指数对其硬化模量具有显

著的影响。 在初始阶段,由于结构性的作用,原状黏

土展现出较高的硬化模量,但在结构破坏后,这一模

量会显著降低。 此外,塑性指数较高的结构性黏土

显示出更强的变形能力,相应地,其硬化模量也相对

较低。 因此,基于 Li 等[18] 在常规三轴应力条件下

提出的硬化模量概念,对原有的硬化模量进行了必

要的改进和调整,以构建一个能够综合考虑黏土结

构性影响的硬化模量:

Π = h0G
MP

η - 1( ) + ξ
100IP[ ]ekψ (10)

式中:ξ 为黏土的结构性参数;IP 为黏土的塑性

指数,可由式(11)计算得出。
IP = ωL - ωP (11)

式中 ωL 和 ωP 分别为液限和塑限,均用百分数表示。

式(10)中 MP = Me - kψ为特征峰值应力比,η 为

应力比,k 为材料常数,h0 为硬化参数,可表示为

h0 = h1e0 - h2 (12)
式中:e0为初始孔隙比;h1 和h2 为材料常数,可由拟

合土样在不同初始状态下加载产生的轴向应变ε1与

偏应力 q 的关系曲线获得[18],或者由试错法获得,
详细过程见文献[19 - 20]。
1. 3　 结构性参数 ξ

黏土结构的破坏取决于很多因素,如黏土类型、
含水量、颗粒间黏结力的强弱、应力状态等,因素的

不同导致黏土发生塑性破坏或者脆性破坏。 当黏土

颗粒之间结合较强时,土体可能会发生塑性破坏,发
生该破坏前,土体会发生明显的塑性变形,结构在达

到临界值之后会继续发生变形直至结构失效。 而当

黏土的含水量较低、颗粒间的黏结性能较弱时,土体

可能会发生脆性破坏,发生破坏前土体只产生微量

变形,但应力水平达到临界应力时,结构会发生突然

断裂。 洪振舜等[21] 基于结构土的不排水抗剪强度

特性提出结构土屈服破坏的概念,认为当应力水平

大于结构屈服压力时,土的结构性完全消失,当应力

水平小于土体的屈服压力时,结构未发生损伤,土体

的强度仍受结构性影响。 假设土的结构性影响是逐

渐消失的,结构土在达到其屈服压力后,不排水抗剪

强度不会与重塑土的不排水抗剪强度线重合,若重

合则代表此时土体的强度不再受结构性的影响,即
所谓的二段论(如图 2 所示)。

图 2　 结构土的屈服破坏

Fig. 2　 Yield failure of structural soil

本文采用二段论,考虑了结构土与无结构土在

抗剪强度方面的差异,通过有效固结应力法[22] (详
细计算过程见文献[23]),根据天然沉积黏土的不

排水抗剪强度确定了其结构屈服应力,提出结构性

参数 ξ 考虑天然黏土结构性的影响,并将其引入分

数阶本构模型,结构性参数 ξ 计算表达式以及示意

·501·第 10 期 王钰轲, 等: 考虑结构性影响的天然软黏土弹塑性本构模型



图(图 3)如下:

ξ =
Su

S∗
u

(13)

式中:Su 为结构土的不排水抗剪强度,S∗
u 为重塑土

或者无结构土的不排水抗剪强度,结构性参数为二

者之比。 当应力状态未达到结构屈服应力之前,ξ >1;
而当应力状态达到结构屈服应力之后,ξ = 1。 该参

数结构简单,计算方便。

图 3　 结构土与重塑土的不排水抗剪强度

Fig. 3　 Undrained shear strength of structural soil and remolded soil

已有研究[24 - 36]明确指出,偏应力的变化与土体

结构的破坏和抗剪强度的衰减密切相关。 结构性软

黏土的力学特性对偏应力变化极为敏感,平均有效

应力则更多地与土体的整体应力状态相关,并不直

接涉及土体结构的破坏,因此,受结构性影响相对较

小。 为了进一步提升模型对偏应力预测的精确度,
特别对偏应力进行了结构性修正。 具体修正过程

如下:

q·ξ = q· × ξ = q· ×
Su

S∗
u

(14)

调整过后结构性黏土的总应力张量可表示为

σ·kl = p′· q·ξ[ ]T (15)
代入式(9)即可得到平均主应力和偏应力与应

变之间的关系。
1. 4　 加载方向及塑性流动方向

本文模型假设土体是均匀的、各向同性的,且不

考虑温度、土体颗粒大小对结构性的影响。 屈服函

数选择适用正常固结黏土的修正剑桥屈服函数,即

f = (2p′ - p0) 2 + 2q
Mc

( )
2

- p2
0 = 0 (16)

Caputo 型分数阶微分的定义因其弱奇异性且对

常数微分为 0 而被广泛应用于自然科学与工程科

学[27],具体表达形式如下:

0Dα
x f(x) = 1

Γ(n - α) ∫
x

0

f(n)(τ)dτ
(x - τ) α+1-n,x > 0

(17)

式中:0Dα
x f(x)表示 f(x)对在 0 到 x 上进行 α 阶微

分,Γ(n - α)为伽马函数,计算方法如下

Γ( z) = ∫∞
0

e -t tz-1dt = ( z - 1)! (18)

将修正剑桥模型与 Caputo 型分数阶微分相结

合,并结合伽马函数性质,得到 f(σ) = (σ - t) v 型

分数阶微分表达式:

tDα
σ(σ - t) v = Γ(v + 1)

Γ(v + 1 - α)(σ - t) v - α (19)

在塑性应变关系增量的表达式(8)中,mij代表

加载方向,nkl为塑性流动方向,如图 4 所示,其具体

表达式为

mij =
D1 f(p′)

‖D1 f(σ)‖
, D1 f(q)
‖D1 f(σ)‖[ ]

T

(20)

nkl =
Dα f(p′)

‖Dα f(σ)‖
, Dα f(q)
‖Dα f(σ)‖[ ] (21)

其中

D1 f(p′) = 4(2p′ - p0) = 8p′ - 4p0 (22)

D1 f(q) = 8q
M2 (23)

Dα f(p′) = 8
Γ(3 - α)(p′ -

1
2 p0) 2 - α (24)

Dα f(q) = 8q2 - α

Γ(3 - α)M2
c

(25)

‖D1 f(σ)‖与‖Dα f(σ)‖是梯度幅值,具体见

文献[23]。
分数阶数 α 计算方法如下:

α = eβψ (26)
式中 β 为材料参数。

图 4　 加载方向和塑性流动方向

Fig. 4　 Loading direction and plastic flow direction

2　 参数确定与模型预测结果分析

2. 1　 参数确定

在本文提出的黏土分数阶本构模型中,一共有

10 个参数,临界状态参数有 3 个(Mc、λ、eΓ),弹性相

关的参数有两个(G0和 υ),硬化参数有 3 个(h1、h2
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和 k),1 个材料参数 β 以及 1 个结构性参数 ξ。 其

中,临界状态参数、弹性相关参数以及硬化参数均可

以通过常规三轴试验测试获得,临界应力比Mc为土

体临界状态线在应力路径图(即 p′ - q)中的斜率,λ
和eΓ可以通过拟合土体的ec - ln p′曲线获得,初始剪

切模量G0和泊松比 υ 则由天然黏土的本身物理性质

和试验数据给出。 材料参数 β 只由材料本身的性质

决定,并且参与到分数阶数 α 的计算中,决定分数

阶数的大小。 结构性参数 ξ 通过土体的抗剪强度与

有效应力的关系获得,其值等于结构黏土的抗剪强

度Su与重塑黏土的抗剪强度 S∗
u 之比,当土体所受

应力小于结构屈服应力时,其值大于等于 1。 上述

未列出具体计算公式的参数表达式如下。
硬化参数 k 表达式如下:

k = 1
ψp

ln M
ηp

(27)

式中:ηp为峰值应力比,ψp为峰值应力点的状态参

数,其表达式为

ψp = ep - eΓ + λln pp′ (28)
材料参数 β 表示为

β = 1
ψd

ln 2
1 + (M / ηd) 2 (29)

式中:ηd为转换点的应力比,ψd为转换点的状态参

数,定义为

ψd = ed - eΓ + λln p′p (30)
2. 2　 模型预测结果分析

本文模型选择采用国内外具有代表性的温州天

然沉积黏土[16]和大阪天然沉积黏土[28] 的不排水三

轴试验数据,多方位对比两种黏土的应力-应变图、
应力路径图、孔隙水压力图、归一化应力路径图等

6 种数据图的模型预测结果,验证考虑结构性的分

数阶本构模型的预测能力。
图 5 为考虑结构性和不考虑结构性影响的分数

阶本构模型对温州黏土的预测结果对比,图 6 为温

州黏土其他力学关系的模型预测结果,其模型的各

个参数如表 1 所示。
对于温州天然沉积黏土,采用上述的有效固结

应力法对黏土的抗剪强度进行分析得到其结构屈服

应力约为 205. 25 kPa,通过上述方法计算得到低于

结构屈服应力的不同围压状态下的结构性参数 ξ 分

别为 1. 402、1. 145、1. 003,高于结构屈服应力的围

压条件下所得的结构性参数值均为 1。

图 5　 考虑结构性和未考虑结构性影响的温州黏土模型预测结果对比

Fig. 5　 Comparison of model prediction results of Wenzhou clay considering structural and non-structural effects
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图 6　 温州黏土模型预测结果

Fig. 6　 Prediction results of Wenzhou clay model

表 1　 温州黏土模型参数

Tab. 1　 Wenzhou clay model parameters

e υ G0 M eΓ λ β k h1 h2

1. 71 0. 4 35 1. 16 0. 943 0. 042 6 -1. 5 -0. 16 0. 02 0. 1

由图 5(a)的应力-应变关系可知,在低于结构

屈服应力的工况(p = 50、100、200 kPa)下,未考虑天

然黏土结构性的模型预测结果明显与试验数据相差较

大,其峰值应力误差分别约为 37. 21%、20%和 4. 3%,
在高于结构屈服应力的工况(p = 250、300 kPa)下,
模型预测结果与试验数据最大误差为 1. 92% 和

3. 65% 。 以上结果表明,未考虑结构性影响的本构

模型难以准确模拟结构性黏土的力学特性。 将结构

性参数 ξ 引入模型后,考虑结构性影响的分数阶本

构模型对天然沉积黏土的应力-应变关系预测结果

见图 5(b)。 对比图 5(a)和 5(b)可以看出,考虑结

构性的分数阶本构模型对结构黏土预测结果明显好

于未考虑结构性的模型,低于结构屈服压力工况下

(即结构性影响的阶段)的预测误差如表 2 所示,高
于结构屈服应力时,由于结构性参数 ξ = 1,此时误

差与图 5(a)一致,不详细讨论。 由表 2 可以直观看

出,在围压为 50、100、200 kPa 时,考虑结构性影响

的分数阶本构模型对结构性黏土应力-应变关系的

预测效果明显提升,最大误差分别下降 27. 6% 、
13. 05% 以及 1. 8% ,模型平均最大预测误差为

4. 926% ,实现了 5 种工况下的预测误差均控制在

5%以内,预测结果较好。 对比图 5(c)和 5(d)可以

看出,当分数阶本构模型考虑结构性之后,该模型对

温州黏土应力路径的预测效果相比未考虑结构性的

分数阶本构模型得到优化,更加符合试验结果。

表 2　 温州黏土应力-应变关系最大预测误差对比

Tab. 2 　 Comparison of maximum prediction errors for stress-
strain relationships of Wenzhou clay

围压 /
kPa

最大预测误差 / % 最大预测误差

下降值 / %未考虑结构性分

数阶本构模型

考虑结构性分数

阶本构模型

50 37. 21 9. 61 27. 60

100 20. 00 6. 95 13. 05

200 4. 30 2. 50 1. 80
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　 　 本文基于试验数据和预测数据,对温州黏土又

分别进行了归一化应力路径、孔隙水压力、应力比以

及有效应力强度包线预测结果的对比,由图 6(a) ~
(d)不难看出,本文考虑结构性的分数阶本构模型

可以较好地预测结构性温州黏土的多种物理力学方

面的试验结果,证明该模型具有较好的数据预测精

度以及可靠性。
图 7 和图 8 为使用本文模型对日本大阪黏土的

预测结果,模型参数取值见表 3。
本文模型对大阪黏土预测效果如图 7 和图 8 所

示,采用上述方法计算得到大阪黏土的结构屈服应

力约为 114. 375 kPa,与原文计算结果 120 kPa 接

近,误差较小,证明有效固结应力法可以作为一种确

定土体结构屈服应力的可靠方法,并通过上述方法

计算得到结构性影响的围压条件下结构性参数 ξ 分

别为 2. 01 和 1. 55,其余围压下均为 1。
图 7(a)为不同围压条件下,大阪结构性黏土的

应力-应变关系曲线预测结果。 随着围压的逐渐增

大,天然黏土的结构逐渐破坏,导致结构性黏土逐渐

向重塑黏土退化,其在剪切过程中的应力-应变关

系也从应变软化逐渐向应变硬化过渡。 分析

图 7(a)可以看出,所建立的结构性分数阶本构模型

可以合理地预测不同工况下大阪黏土的三轴压缩特

性,且能反应结构性黏土的应变软化特性。 对比

图 7(b)和 7(c)可知,该模型也可以较好地对其孔

隙水压力和应力比进行预测。 图 8 为大阪黏土的应

力路径预测结果,对比试验数据与预测结果可知,考
虑结构性影响的分数阶本构模型可以较好地预测天

然黏土的应力路径变化趋势,且逐渐趋近于临界状

态线,与试验数据大体保持一致。 大阪黏土不排水

三轴试验的预测结果表明,本文模型对强结构性黏

土复杂的力学特性具有良好的预测能力,能够较好

地反映天然黏土的力学特性。

图 7　 大阪黏土预测结果

Fig. 7　 Osaka clay prediction results
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图 8　 大阪黏土应力路径预测结果

Fig. 8　 Osaka clay stress path prediction results

表 3　 大阪黏土模型参数

Tab. 3　 Osaka clay model parameters

e υ G0 M eΓ λ β k h1 h2

1. 91 0. 3 70 1. 2 1. 56 0. 17 - 0. 4 0. 08 - 0. 99 - 1. 16

3　 结　 论

1)本文建立的考虑结构性影响的分数阶本构

模型无需引入额外的塑性势面,可以反映土体的非

正交特性,参数均可通过土工试验得到,且所提出的

结构性参数 ξ 具有明确的物理意义,可以较好地反

映结构性黏土的结构状态,计算简单方便。
2)分别对温州黏土和大阪黏土的应力-应变关

系、应力路径和孔隙压力等方面进行了预测。 对比

分析温州黏土的预测结果可知,考虑结构性影响的

分数阶本构模型相比未考虑结构性影响的本构模型

在围压为 50、100、200 kPa 时,对温州黏土的应力-
应变预测最大误差分别降低 27. 6% 、13. 05% 以及

1. 8% ,平均最大预测误差为 4. 92% ,最大预测误差

大幅减小,预测精度明显提高。 大阪黏土的预测结

果进一步证明了本文所建模型可以较好地预测结构

性黏土的应力-应变关系等多方面的变化趋势,具
有较好的适用性和可靠性。
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