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　 　 Ｗａｖｅｓ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ
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ｒｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｂｕｏｙａｎｃｙ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｂａｓｅｄ ｏｎ
ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｒｏｂｅ ｂａｌｌ ｍｏｖｅｍｅｎｔｓ［１０］ ａｎｄ
ａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｍｉｃｒｏｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎｓ［１１］ ． Ｈｏｗｅｖｅｒ，
ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｍｅｄｉｕｍ， ｗｈｉｃｈ
ｗａｓ ａｃｃｅｐｔｅｄ ｉｎ Ｒｅｆ．［１］， ｗａｓ ｓａｖｅｄ ｉｎ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ
ｓｔｕｄｉｅｓ ｏｎ ｗａｖｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｌｉｑｕｉｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ ｉｎ
ｔｈｅ １９ｔｈ ａｎｄ ｔｈｅ ２０ｔｈ ｃｅｎｔｕｒｉｅｓ［１２－１３］ ．

Ａ ｌａｒｇｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｔｕｄｉｅｓ ｏｎ ｔｒａｖｅｌｉｎｇ ｌｉｎｅａｒ ａｎｄ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｗａｖｅｓ ｗｅｒｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［１４］ ．
Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｗａｓ ｔａｋｅｎ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ
ｂｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｔｅｒｍｓ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ
ｍｏｔｉｏｎ［１５ － １６］ ． Ｉｔ ｗａｓ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ
ｏｆ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｂｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ａ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅ ｔｅｒｍ
（ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ） ｉｎ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｉｄｅａｌ ｆｌｕｉｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｏｔｉｏｎ［９］ ．

Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｅｓｔ ｉｎ ｔｈｅ ｄｅｔａｉｌｅｄ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ ｉｎ
ｔｈｅ ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ ｏｃｅａｎ ａｎｄ ａｔｍｏｓｐｈｅｒｅ， ｗｈｉｃｈ ｅｍｅｒｇｅｄ ｉｎ
ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｈａｌｆ ｏｆ ｔｈｅ ２０ｔｈ ｃｅｎｔｕｒｙ， ｌｅｄ ｔｏ ｔｈｅ
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ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｈａｒｇｅ ｏｎ ｔｈｅ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ａｌｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｌｏｗｓ ｏｎ
ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ａ ｐｅｒｔｕｒｂｅｄ ｌｉｑｕｉｄ ｉｓ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｉｎ
Ｒｅｆ．［２５］ ．

Ｇｉｖｅｎ ｔｈｅ ｐｒｅｖａｌｅｎｃｅ ｏｆ ｒｅｇｕｌａｒ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓ ｏｎ
ｔｈｅ ｌｉｑｕｉｄ ｓｕｒｆａｃｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ ａｎｄ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｌｙ
ａｐｐｌｉｅｄ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ ｏｆ ｓｔｕｄｙｉｎｇ ｔｈｅｍ， ｉｔ ｉｓ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ
ｔｏ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ａｌｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｆｌｏｗｓ ａｎｄ ｅｖａｌｕａｔｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｔｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｒｅｃｅｉｖｅｄ．
Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｐｒｅｓｅｎｔｓ ａ ｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｙ ｆｏｒ ｃｒｅａｔｉｎｇ ａｎｄ
ａｎａｌｙｚｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ａ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ

·７２·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ），Ｖｏｌ．３２，Ｎｏ．６，２０２５

ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｐｅｒｉｏｄｉｃ （ ｏｒ ｍｏｎｏｃｈｒｏｍａｔｉｃ）
ｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ ｆｌｏｗｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ａ ｖｉｓｃｏｕｓ， ｓｔａｂｌｙ
ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ ｌｉｑｕｉｄ ｉｎ ａ ｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌ ｆｉｅｌｄ． Ｉｔ ａｌｓｏ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｓ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｃｏｍｐａｒｅｓ
ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ａｎｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ
ｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｙ ａｌｌｏｗｓ ｎｅｗ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ， ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｋｎｏｗｎ ｒｅｇｕｌａｒ
ｆｏｒｍｕｌａｅｍ， ｔｏ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ
ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｌｏｗｓ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｌｉｇａｍｅｎｔｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ
ｆｉｎｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｌｏｗｓ． Ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ｃｏｎｓｉｄｅｒｓ
ｔｈｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｉｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｔｏ ｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｓｕｒｆａｃｅ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｓ ｉｎ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ ｖｉｓｃｏｕｓ
ｌｉｑｕｉｄｓ ｗｉｔｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｒａｎｇｅ ｏｆ ０．０１ ｓ－１ ＜ ω ＜
１０００ ｓ －１ ．

１　 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｒｏｂｌｅｍ

　 　 Ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｉｔｙ ｉｎ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｐｒｅｓｓｕｒｅ， ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ， ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｓｓｏｌｖｅｄ
ｓｕｂｓｔａｎｃｅｓ ａｎｄ ｓｕｓｐｅｎｄｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ ｂｏｔｈ ｌｉｑｕｉｄｓ ｉｎ
ｎａｔｕｒａｌ ｒｅｓｅｒｖｏｉｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ Ｗｏｒｌｄ Ｏｃｅａｎ ａｎｄ ｔｈｅ
ａｔｍｏｓｐｈｅｒｅ ｔｕｒｎ ｏｕｔ ｔｏ ｂｅ ｓｔａｂｌｙ ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ
ｏｆ ｇｒａｖｉｔｙ． Ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｔｒａｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ρ（ ｚ） ｗｉｔｈ ｈｅｉｇｈｔ
ｚ ， ａｎｄ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｓｃａｌｅ Λ ＝
ｄｌｎρ（ ｚ） ／ ｄｚ －１， ｔｈｅ ｂｕｏｙａｎｃｙ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ Ｎ ＝ ｇ ／ Λ ，

ａｎｄ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄ Ｔｂ ＝ ２π ／ Ｎ ｏｆ ｂｕｏｙａｎｃｙ， ａｐｐｅａｒｓ ｔｏ ｂｅ
ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ． Ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ ｔｈｉｃｋ ａｎｄ ｍｏｒｅ
ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｌａｙｅｒｓ ｗｉｔｈ ｔｈｉｎ ｌｉｇａｍｅｎｔｓ ｓｅｐａｒａｔｅｄ ｂｙ
ｔｈｉｎ ｈｉｇｈｌｙ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎｔｅｒｆａｃｅｓ ａｒｅ ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｉｎ ｔｈｅ
ｐｒｏｆｉｌｅｓ［３３ － ３４］ ．

Ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｆｌｕｉｄｓ， ｗｈｉｃｈ ｉｎｃｌｕｄｅｓ
ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｏｆ
ｍｏｍｅｎｔｕｍ， ｔｏｔａｌ ｅｎｅｒｇｙ， ａｎｄ ｍａｔｔｅｒ， ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｔｈｅ
ｃｌｏｓｅｄ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｗｉｔｈ ｐｈｙｓｉｃａｌｌｙ ｊｕｓｔｉｆｉｅｄ ｉｎｉｔｉａｌ
ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［１７－１９， ２２］， ｉｓ ｒａｔｈｅｒ ｃｏｍｐｌｅｘ．
Ｔｈａｔ ｉｓ ｗｈｙ ｉｔ ｗｏｕｌｄ ｂｅ ａｄｖｉｓａｂｌｅ ｔｏ ｓｔａｒｔ ｔｈｅ
ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｃｒｅａｔｉｎｇ ｃｏｍｐｌｅｔｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ， ｗｈｉｃｈ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｌｏｗｓ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｒｅｄｕｃｅｄ ｍｏｄｅｌｓ ｔｈａｔ ｅｎａｂｌｅ ｔｈｅ
ｃｒｅａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ． Ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｍｏｄｅｌｓ ｉｓ
ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｍｏｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｅｎｓｉｔｙ⁃ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ
ｆｌｕｉｄｓ ｔｈａｔ ｄｏ ｎｏｔ ｃｏｎｔａｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｖａｒｉａｂｌｅｓ
ｄｅｓｃｒｉｂｉｎｇ ｆｌｕｉｄ ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ． Ｔｈｉｓ ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｓ
ｏｆｔｅｎ ｕｓｅｄ ｔｏ ｓｉｍｐｌｉｆｙ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｒｅｄｕｃｅ ｔｈｅ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｗｈｅｎ ａｎａｌｙｚｉｎｇ ｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ
ｗａｖｅｓ ｉｎ ｌｉｑｕｉｄｓ［１７，３５］ ． Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｌｙ， ｉｔ ｉｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ

ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｉｌｉｔｙ ｃａｎ ｂｅ ｎｅｇｌｅｃｔｅｄ ａｎｄ ａｎ
ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｄｉｖｕ ＝ ０ ｃａｎ ｂｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｆｏｒ
ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ．

Ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｆｌｕｉｄｓ ｉｓ
ｃａｒｒｉｅｄ ｏｕｔ ｉｎ ｔｈｅ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ Ｏｘｙｚ ．
Ｔｈｅ Ｏｚ ａｘｉｓ ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｖｅｒｔｉｃａｌｌｙ ｕｐｗａｒｄ ａｇａｉｎｓｔ ｔｈｅ
ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｇｒａｖｉｔｙ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｇ． Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｚ ＝ ζ（ｘ，ｔ） ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ ｉｎ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ａｘｉｓ Ｏｘ ， ｗｈｉｃｈ ｃｏｉｎｃｉｄｅｓ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｌｉｑｕｉｄ， ａｒｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ．

Ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ａ ｌｉｑｕｉｄ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｕｓｅｄ
ｗｉｔｈｏｕｔ ｓｐｅｃｉｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎａｔｕｒｅ ｏｆ ｉｔｓ ｃｈａｎｇｅ， ｉｓ
ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｌｙ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ ｔｗｏ ｔｅｒｍｓ：

ρ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ρ ００ ｒ（ ｚ） ＋ ρ
～
（ｘ，ｚ，ｔ）[ ] ＝

　 　 　 ρ ００ ｅｘｐ（ － ｚΛ） ＋ ρ
～
（ｘ，ｚ，ｔ）[ ] （１ａ）

ｚΛ ＝ ｚ ／ Λ （１ｂ）
Ｈｅｒｅ ｔ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｉｍｅ ｖａｒｉａｂｌｅ， ｚΛ ｉｓ ａ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｉｎｇ ｔｈｅ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｒｅｎｔ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｔｏ ｔｈｅ ｓｔｒａｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｓｃａｌｅ Λ⁃ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｄｅｐｔｈ ａｔ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｂｙ ｅ ｔｉｍｅｓ ｗｈｅｒｅ
“ｅ” ｍｅａｎｓ Ｅｕｌｅｒ􀆳ｓ ｎｕｍｂｅｒ． Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｅｒｍ ｏｆ Ｅｑ． １ （ａ）
ｄｅｓｃｒｉｂｅｓ ａｎ ｕｎｐｅｒｔｕｒｂｅｄ ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ
ｈｅｉｇｈｔ， ａｎ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｒ（ ｚ） ＝ ｅｘｐ（ － ｚΛ）
ｉｓ ｃｈｏｓｅｎ ｔｏ ｓｉｍｐｌｉｆｙ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ， ａｎｄ ρ～ ｉｓ ａ ｓｍａｌｌ
ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｏｆ
ａ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｕｒｆａｃｅ ｆｌｏｗ， ρ ００ ｉｓ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｄｅｎｓｉｔｙ
ｖａｌｕｅ ａｔ ｚ ＝ ０．

Ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｉｎ ａ ｌｉｑｕｉｄ Ｐ ＝ Ｐ（ｘ，ｚ，ｔ） ｉｓ ｗｒｉｔｔｅｎ
ａｓ ｔｈｅ ｓｕｍ ｏｆ ａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ Ｐ００ ， ｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ａｎｄ

ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ Ｐ
～
（ｘ，ｚ，ｔ） ：

Ｐ ＝ Ｐ００ ＋ ∫ζ
ｚ
ｇρ（ｘ，ξ，ｔ）ｄξ ＋ Ｐ

～
（ｘ，ｚ，ｔ） （２）

Ｈｅｒｅ ｇ ｄｅｎｏｔｅｓ ｆｒｅｅ ｆａｌｌ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ， ａｎｄ ξ ｉｓ ｔｈｅ
ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｖａｒｉａｂｌｅ． Ｔａｋｉｎｇ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ ｔｈｅ
ｓｉｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎｓ， ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｓ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ，
ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｆｉｅｌｄ， ｍｏｍｅｎｔｕｍ， ａｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｉｎ ｔｈｅ ｆｌｕｉｄ，
ｗｈｉｃｈ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｓ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ
ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｍｏｔｉｏｎ， ｃｏｎｓｉｓｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ａｎｄ
ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ｓｕｐｐｌｅｍｅｎｔｅｄ ｂｙ ｐｈｙｓｉｃａｌｌｙ
ｊｕｓｔｉｆｉｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｌｉｑｕｉｄ， ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ：

ｚ ＜ ζ ∶

ρ（∂ｔｕ ＋ （ｕ·Ñ）ｕ） ＝

ρνΔｕ － ÑＰ ＋ ρｇ

∂ｔρ ＋ ｕ·Ñρ ＝ ０
ｄｉｖｕ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（３）

·８２·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ），Ｖｏｌ．３２，Ｎｏ．６，２０２５

ｚ ＝ ζ ∶
∂ｔ（ ｚ － ζ） ＋ ｕ·Ñ（ ｚ － ζ） ＝ ０
τ·（（ｎ·Ñ）ｕ） ＋ ｎ·（（τ·Ñ）ｕ） ＝ ０
Ｐ － Ｐ０ － σｄｉｖｎ － ２ρνｎ（（ｎ·Ñ）ｕ） ＝ ０

ì

î

í

ïï

ïï

（４）
ｚ ＝→－ ¥∶ ｕ ＝ （ｕ，ｗ） → （０，０） （５）

ｎ ＝ Ñ（ ｚ － ζ）
｜ Ñ（ ｚ － ζ） ｜

＝
－ ∂ｘζｅｘ ＋ ｅｚ

１ ＋ （∂ｘζ） ２

τ ＝
ｅｘ ＋ ∂ｘζｅｚ

１ ＋ ∂ｘζ( ) ２

ｗｈｅｒｅ ｎ，τ ａｒｅ ｔｈｅ ｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｎｏｒｍａｌ ａｎｄ
ｔａｎｇｅｎｔ ｔｏ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｑｕｉｄ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，
ａｎｄ ｕ ＝ （ｕ，ｗ） ｄｅｆｉｎｅｓ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｆｉｅｌｄ ｉｎ ｔｈｅ ｌｉｑｕｉｄ
ｃｏｌｕｍｎ ｃａｕｓｅｄ ｂｙ ａ ｓｕｒｆａｃｅ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ．

Ｌｅｔ ｕｓ ａｃｃｅｐｔ ｓｏｍｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｓｉｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎｓ
ｆｏｒ ｔｈｉｓ ｔｙｐｅ ｏｆ ｐｒｏｂｌｅｍ， ｎａｍｅｌｙ ｔｈｅ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ． Ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｓｍａｌｌ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ
ｄｅｖｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ， ｔｈｅ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｉｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｉｓ ａｓｓｕｍｅｄ
ｔｏ ｂｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｗｉｔｈ ｓｍａｌｌ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ． Ｉｎ ｔｈｉｓ
ｃａｓｅ， ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｖａｒｉａｂｉｌｉｔｙ ｉｓ ｔａｋｅｎ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ ｏｎｌｙ
ｆｏｒ ｔｅｒｍｓ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ａ ｌａｒｇｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ （ ｔｈｅ ｇｒａｖｉｔｙ
ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ
ｄｅｎｓｉｔｙ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ） ． Ｉｎ ｔｈｅ
ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ
ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｓｃａｌａｒ ｓｔｒｅａｍ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ψ ：

ｕ ＝ （ｕ，ｗ） ＝ （∂ｚψ， － ∂ｘψ） （６）
Ａｌｓｏ， ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ ｄｅｖｉａｔｉｏｎｓ， ａ

ｗｅｌｌ⁃ｋｎｏｗｎ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ，ｎａｍｅｌｙ ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ， ｉｓ ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｏ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ
ｓｕｒｆａｃｅ［３６］ ． Ｔｈｅｎ ｔａｋｉｎｇ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ Ｅｑ．（６） ａｎｄ ｔｈｅ
ａｃｃｅｐｔｅｄ ｓｉｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ａ ｌｉｎｅａｒ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，Ｅｑｓ．
（３）－（５） ｃａｎ ｂｅ ｓｈｏｗｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｚ ＜ ０ ∶

ρ ００ｇ ∫ζ
ｚ
∂ｘρ

～（ｘ，χ，ｔ）ｄχ ＋ ρ ００ｇ∂ｘζ －

νρ ００∂ｚΔψ ＋ ρ ００∂ｚｔψ ＋ ∂ｘＰ
～
＝ ０

νρ ００∂ｘΔψ － ρ ００∂ｘｔψ ＋ ∂ｚＰ
～
＝ ０

∂ｔρ
～ ＋

ｅｘｐ（ － ｚΛ）∂ｘψ
Λ

＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（７）

　 ｚ ＝ ０ ∶

∂ｚｚψ － ∂ｘｘψ ＝ ０

Ｐ
～
＋ σ∂ｘｘζ ＋ ２νρ∂ｚｘψ ＝ ０

∂ｔζ ＋ ∂ｘψ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（８）

ｚ ＝→－ ¥∶ （∂ｚψ， － ∂ｘψ） → （０，０） （９）
Ｅｑｓ． （７）－（９） ａｒｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ｆｏｒ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ

ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｓｍａｌｌｎｅｓｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｕｎｋｎｏｗｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ． Ｔｏ

ｍａｉｎｔａｉｎ ａｃｃｕｒａｃｙ， ｏｖｅｒ⁃ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｉｓ ｕｓｕａｌｌｙ
ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ａｎｄ ａｌｌ ｕｎｋｎｏｗｎ ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ ｉｎ Ｅｑｓ． （ ７） －
（９） ｓｈｏｕｌｄ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｌｙ ｂｅ ｍａｒｋｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｓｕｂｓｃｒｉｐｔ
“１ ” ｉｎｄｉｃａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ
ｏｍｉｔｔｅｄ ｔｏ ａｖｏｉｄ ｃｕｍｂｅｒｓｏｍｅ ｆｏｒｍｕｌａ．

Ｗｈｅｎ ｐｅｒｆｏｒｍｉｎｇ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ， ｉｔ ｉｓ
ｏｆｔｅｎ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｔｏ ｔａｋｅ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ ｔｈｅ
ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｉｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ． Ｂｅｓｉｄｅｓ ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ａ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｉｓ ａｌｓｏ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ，
ａｓｓｕｍｉｎｇ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｉｓ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ． Ｈｏｗｅｖｅｒ，
ｓｕｒｆａｃｅ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ ｆｌｕｉｄｓ ｌｏｓｅ ｔｈｅｉｒ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ
ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｄｕｅ ｔｏ ｂａｒｏｃｌｉｎｉｃ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ［１３］ ．
Ｔｈｅ ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ ｍｅｄｉａ ｉｓ ｎｏｎ⁃
ｚｅｒｏ． Ｗｈｅｎ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ｉｓ ｒｅｇａｒｄｅｄ， ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｔｅｒｍｓ
ａｐｐｅａｒ ｉｎ ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ， ｗｈｉｃｈ ａｒｅ
ｒｅｓｐｏｎｓｉｂｌｅ ｆｏｒ ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ ｉｎ ｓｕｒｆａｃｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｆｌｏｗｓ［３７］ ． Ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅｓｅ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ， ｉｔ ｂｅｃｏｍｅｓ
ｉｍｐｏｓｓｉｂｌｅ ｔｏ ｕｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｒｅｃｏｒｄｉｎｇｓ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ
ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｉｎ ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｇｉｖｅｎ ｐｒｏｂｌｅｍ， ａｓ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｑｕａｌｉｔｙ ｉｓ ｌｏｓｔ．

２　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ Ｐｒｏｂｌｅｍ

　 　 Ｆｏｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｌｏｗｓ， ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ ｓｏｕｇｈｔ
ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ：

ｆ（ｘ，ｚ，ｔ） ～ Ａｅｘｐ（ｉｋｘｘ ＋ ｋｚｚ － ｉωｔ） （１０）
Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ． （１０） ｉｎｔｏ Ｅｑ． （７）， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ａ

ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｗａｖｅ ｖｅｃｔｏｒ ｋ ＝ （ｋｘ，ｋｚ） ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｗａｖｅ
ｍｏｔｉｏｎ ω ：

　 ω（ｋ２
ｘ － ｋ２

ｚ ）（ｉνｋ２
ｘ － ｉνｋ２

ｚ ＋ ω） －
Ｎ２ｋ２

ｘｅｘｐ（ － ｚΛ） ＝ ０ （１１）
Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ

ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω ＞ ０ ｉｓ ｐｏｓｉｔｉｖｅ， ａｓ ｔｈｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｄｅｓｃｒｉｂｅｓ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｌｏｗ． Ｔｈｅ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｋ ＝ （ｋｘ，ｋｚ） ｃａｎ ｂｅ ｃｏｍｐｌｅｘ， ａｎｄ ｉｔ ｃａｎ
ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｓｐａｔｉａｌ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｓ．

Ｉｔ ｉｓ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔ ｔｏ ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ
Ｅｑ． （ １１ ） ｉｎ ａ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｏｒｍ ａｎｄ ｔｏ ｓｅｌｅｃｔ
ｅｉｇｅｎｓｃａｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｓ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｖａｌｕｅｓ． Ｔｈｅ
ｍｏｄｅｌ ｅａｓｉｌｙ ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｓ ｉｔｓ ｓｐａｔｉａｌ ａｎｄ ｔｅｍｐｏｒａｌ ｓｃａｌｅｓ：
ｖｉｓｃｏｕｓ ｌｅｎｇｔｈ ｓｃａｌｅ δ ｇν

Ｎ ＝ （ｇν） １ ／ ３Ｎ －１， ｂｕｏｙａｎｃｙ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ Ｎ ， ｂｕｏｙａｎｃｙ ｐｅｒｉｏｄ Ｔｂ， ｓｔｒａｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｓｃａｌｅ
Λ ， Ｓｔｏｋｅｓ ｍｉｃｒｏｓｃａｌｅｓ ｆｏｒ ｂｕｏｙａｎｃｙ δ ν

Ｎ ＝ ν ／ Ｎ ａｎｄ
ｗａｖｅ δω

ν ＝ ω ／ ν ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ， ａｎｄ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｌｅｎｇｔｈ
γ δ

ｇ ＝ γ ／ ｇ ． Ｔｈｅ ｉｎｔｒｉｎｓｉｃ ｓｃａｌｅｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｓｉｚｅｓ ａｎｄ ｌｉｆｅｔｉｍｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｏｗ

·９２·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ），Ｖｏｌ．３２，Ｎｏ．６，２０２５

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｉｎ ａ ｌｉｑｕｉｄ， ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｖａｒｙ ｗｉｄｅｌｙ． Ｆｏｒ
ｅｘａｍｐｌｅ， ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｗａｔｅｒ ｃａｎ ｖａｒｙ
ｆｒｏｍ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｅｎｔｉｍｅｔｅｒｓ ｔｏ ｍｅｔｅｒｓ， ｂｏｔｈ ｉｎ
ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ａｎｄ ｎａｔｕｒａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ， ｔｈｅ
ｖａｌｕｅｓ ｉｎ Ｅｑ． （１１） ｗｉｌｌ ｂｅｃｏｍｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ． Ｔｈｅ
ｉｎｖｅｒｓｅ ｂｕｏｙａｎｃｙ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ τＮ ＝ Ｎ －１ ｗｉｌｌ ｂｅ ｔｈｅ ｔｉｍｅ
ｓｃａｌｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｖｉｓｃｏｕｓ ｌｅｎｇｔｈ ｓｃａｌｅ δ ｇν

Ｎ ＝ ３ ｇν ／ Ｎ ｗｉｌｌ ｂｅ
ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ ｓｃａｌｅ． Ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ
ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ Ｅｑ．（１１） ｉｓ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ：

ｉε （ｋ２
∗ｘ － ｋ２

∗ｚ） ２ω∗ ＋ （ｋ２
∗ｘ － ｋ２

∗ｚ）ω ２
∗ －

ｋ２
∗ｘｅｘｐ（ － ｚΛ） ＝ ０ （１２）

ｗｈｅｒｅ， ｔｈｅ ｓｕｂｓｃｒｉｐｔ “∗” ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｖａｌｕｅｓ． Ｗｉｔｈ ｔｈｉｓ ｃｈｏｉｃｅ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ， ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ε ＝ δ ν

ｇ ／ δ ｇν
Ｎ ＝ Ｎν １ ／ ３ ／ ｇ２ ／ ３

ａｒｉｓｅｓ ｎａｔｕｒａｌｌｙ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ Ｅｑｓ．（７） －
（９）， ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｓｃａｌｅｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｍｅｄｉｕｍ． Ｉｎ ａ ｗｉｄｅ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｆｌｕｉｄｓ， ｅｉｔｈｅｒ ｔｈｅ
ｂｕｏｙａｎｃｙ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ Ｎ ｏｒ ｔｈｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ν ， ｏｒ
ｂｏｔｈ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｒｅ ｓｍａｌｌ ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ
ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙ， ａｎｄ ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ε ｉｓ ａ ｎａｔｕｒａｌ ｓｍａｌｌ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ Ｅｑｓ．（７）－（９） ．

Ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ Ｅｑ． （ １２） ｗｉｔｈ
ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｋ∗ｚ， ｔｈｅ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｒｅ ｕｓｅｄ［２３ － ２４］ ．
Ｔｈｅ ｒｅｇｕｌａｒ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｗａｖｅ ｖｅｃｔｏｒ ｋ∗ｚ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｓｍａｌｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ε
ｉｓ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ：

ｋ∗ｚ ＝ ｋ０ ＋ εｋ１ ＋ ε ２ｋ２ ＋．．． （１３）
Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅ Ｅｑ．（１３） ｉｎｔｏ Ｅｑ．（１２）， ｗｅ ｇｅｔ：
ｉε （ｋ２

∗ｘ － （ｋ０ ＋ εｋ１ ＋ ε ２ｋ２ ＋．．．） ２） ２ω∗ ＋
（ｋ２

∗ｘ － （ｋ０ ＋ εｋ１ ＋ ε ２ｋ２ ＋．．．） ２）ω ２
∗ －

ｋ２
∗ｘｅｘｐ（ － ｚΛ） ＝ ０ （１４）

Ｂｙ ｏｐｅｎｉｎｇ ｔｈｅ ｂｒａｃｋｅｔｓ ａｎｄ ｃｏｌｌｅｃｔｉｎｇ ｔｈｅ
ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｍａｌｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ，
ｗｅ ｒｅｗｒｉｔｅ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｋ２
∗ｘ － ｋ２

０ω∗ － ｅｘｐ（ － ｚΛ） ＋ ε（ｉｋ４
∗ｘ －

２ｉｋ２
∗ｘｋ２

０ω∗ － ２ｋ０ｋ１ω ２
∗ ＋ ｉｋ４

０ω∗） ＋
ε ２（ － ４ｉｋ２

∗ｘｋ０ｋ１ω∗ ＋ ４ｉｋ３
０ｋ１ω∗ －

ｋ２
１ω ２

∗ － ２ｋ０ｋ２ω ２
∗） ＋ … ＝ ０ （１５）

Ｂｙ ａｌｌｏｃａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｔｅｒｍｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ
ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ε ， ｉｔ ｉｓ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｔｏ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ：

ｋ２
∗ｘ － ｋ２

０ω∗ － ｅｘｐ（ － ｚΛ） ＝ ０
ｉｋ４

∗ｘ － ２ｉｋ２
∗ｘｋ２

０ω∗ － ２ｋ０ｋ１ω２
∗ ＋ ｉｋ４

０ω∗ ＝ ０
－ ４ｉｋ２

∗ｘｋ０ｋ１ω∗ ＋ ４ｉｋ３
０ｋ１ω∗ － ｋ２

１ω ２
∗ －

２ｋ０ｋ２ω ２
∗ ＝ ０

…

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１６）

Ｂｙ ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｌｙ ｓｏｌｖｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｒｏｍ Ｅｑ．（１６），

ｉｔ ｉｓ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ａｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｒｅｇｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｗｉｔｈ ａｎｙ ｉｎｉｔｉａｌｌｙ ｓｐｅｃｉｆｉｅｄ ａｃｃｕｒａｃｙ：

ｋ０ ＝ ± ｋ∗ｘ

ω ２
∗ － ｅｘｐ（ － ｚΛ）

ω∗
（１７ａ）

ｋ１ ＝
ｉ（ｋ２

∗ｘ － ｋ２
０）

２ｋ０ω∗

＝ ±
ｉｋ∗ｅｘｐ（ － ｚΛ）

２ω ２
∗ ω ２

∗ － ｅｘｐ（ － ｚΛ）
（１７ｂ）

　 ｋ２ ＝
ｋ１（２ｉｋ０ － ｋ１ω∗）

２ｋ０ω∗

＝

　
ｋ∗ｘｅｘｐ（－ ｚΛ）（－ ３ｅｘｐ（－ ｚΛ） ＋ ４ω２

∗）

８ω２
∗ ω２

∗ － ｅｘｐ（－ ｚΛ） （ω２
∗ － ｅｘｐ（－ ｚΛ））

（１７ｃ）

Ｅｑ．（１７） ｃｏｎｔａｉｎｓ ｔｗｏ ｒｏｏｔｓ， ｂｕｔ Ｅｑ． （１２） ｉｓ ａ
ｆｏｕｒｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ｋ∗ｚ ． Ｔｈｕｓ， ｕｓｉｎｇ ｒｅｇｕｌａｒ
ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｓ， ｗｅ ｃａｎ ｏｎｌｙ ｏｂｔａｉｎ ａ ｐａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ． Ｉｔ ｉｓ ｗｏｒｔｈ ｎｏｔｉｎｇ ｔｈａｔ ｉｎ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ Ｅｑ．
（１２）， ｔｈｅ ｓｍａｌｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ε ｓｔａｎｄｓ ａｔ ｔｈｅ ｈｉｇｈｅｓｔ
ｐｏｗｅｒ ｏｆ ｋ∗ｚ ． Ｆｏｒ ｃｌａｒｉｔｙ， ｅｘｐａｎｄ ｔｈｅ ｂｒａｃｋｅｔｓ ｉｎ
Ｅｑ． （１２）：

ｉεｋ４
∗ｚ ω∗ ＋ ｉεｋ４

∗ｘω ２
∗ － ２ｉεｋ２

∗ｘｋ２
∗ｚω∗ －

ｋ２
ｚω ２

∗ ＋ ｋ２
∗ｘω ２

∗ － ｅｘｐ（ － ｚΛ）ｋ２
∗ｘ ＝ ０ （１８）

Ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｌｙ ｐｅｒｔｕｒｂｅｄ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［２４］，ａｎｄ ｔｈｅ ｍｉｓｓｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ ｆｏｕｎｄ
ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｅｘｐａｎｓｉｏｎｓ：

ｋ∗ｚ ＝ ε －η（ｋ０ ＋ εｋ１ ＋ ε ２ｋ２ ＋ …），η ＞ ０ （１９）
Ｔｏ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ η ， ｗｅ

ｐｕｔ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｔｅｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ
Ｅｑ．（１８）：

ｉε １－４η ｋ４
０ω∗ ＋ ｉεｋ４

∗ｘω ２
∗ － ２ｉε １－２ηｋ２

∗ｘｋ２
０ω∗ －

ε －２ηｋ２
０ω ２

∗ ＋ ｋ２
∗ｘω ２

∗ － ｅ －ｚΛｋ２
∗ｘ ＝ ０ （２０）

Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｉｎ Ｒｅｆ．［２４］，
ｗｅ ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｌｙ ｅｑｕａｔｅ ｔｈｅ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｍａｌｌ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ε ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｅｒｍｓ ｏｆ Ｅｑ． （ ２０ ） ． Ａｓ ａ
ｒｅｓｕｌｔ， ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ａｒｉｓｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ η ：

１ － ２η ＝ １，１ － ２η ＝ １ － ４η，１ － ２η ＝ － ２η，
１ － ４η ＝ １，１ － ４η ＝ － ２η，１ － ４η ＝ ０，

－ ２η ＝ １， － ２η ＝ ０，１ － ２η ＝ ０ （２１）
Ｗｉｔｈ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ：

η ＝ － １
２
，η ＝ ０，η ＝ １

４
，η ＝ １

２
（２２）

Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｒｏｏｔｓ， ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ η ｉｓ
ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎｓ． Ｗｈｅｎ
η ｆｒｏｍ Ｅｑ． （ ２２） ｉｓ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｄ ｉｎｔｏ Ｅｑ． （ ２０）， ｉｔ
ｐｒｏｖｉｄｅｓ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｖａｌｕｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｅｒｍ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｈｉｇｈｅｓｔ
ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｋ４

０ ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｃａｓｅ， ｔｈｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ η ， ｗｈｉｃｈ ａｒｅ
ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｏｒ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｚｅｒｏ， ａｒｅ ｎｏｔ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｓｉｎｃｅ ｉｎ
ｔｈｉｓ ｃａｓｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｗｉｌｌ ｂｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｇｕｌａｒ
ｏｎｅ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ａｂｏｖｅ． Ａｆｔｅｒ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ａｎｄ

·０３·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ），Ｖｏｌ．３２，Ｎｏ．６，２０２５

ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ， ｗｅ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ ｏｎｅ ｒｏｏｔ η ＝ １ ／ ２ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ
ｓｐｅｃｉｆｉｅｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｖａｌｕｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ
ｉｓ ｓｈｏｗｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｋ∗ｚ ＝ ε －１ ／ ２ｋ０ ＋ ε １ ／ ２ｋ１ ＋ ε ３ ／ ２ｋ２ ＋．．． （２３）
Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ．（２３） ｉｎｔｏ Ｅｑ．（２０）， ｂｙ ａｎａｌｏｇｙ

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｅｇｕｌａｒ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ
ｏｆ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｓｍａｌｌｎｅｓｓ
ｉｎ ε ：

ｋ２
０（ｋ２

０ ＋ ｉω∗） ＝ ０
ｉω∗（２ｋ０ｋ１ － ｋ２

∗ｘ）（２ｋ２
０ ＋ ｉω∗） －

ｅｘｐ（ － ｚΛ）ｋ２
∗ｘ ＝ ０

６ｋ２
０ｋ２

１ ＋ ４ｋ３
０ｋ２ － ４ｋ０ｋ１ｋ２

∗ｘ ＋

ｉｋ２
１ω∗ ＋ ２ｉｋ０ｋ２ω∗ ＋ ｋ４

∗ｘ ＝ ０

…

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（２４）

Ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｉｓ ｓｙｓｔｅｍ ａｌｌｏｗｓ ｔｏ
ｏｂｔａｉｎ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ：

ｋ０ ＝ ± １ － ｉ
２

ω∗ （２５ａ）

ｋ１ ＝ ｋ２
∗

２ｉｋ２
０ω∗ － ω ２

∗ ＋ ｅｘｐ（ － ｚΛ）
２ｋ０ω∗（２ｉｋ２

０ － ω∗）
＝

　 　 　 ±
（１ ＋ ｉ）ｋ２

∗ｘ（ω ２
∗ － ｅｘｐ（ － ｚΛ））

２ ２ω ５ ／ ２
∗

（２５ｂ）

…
Ｉｔ ｉｓ ｗｏｒｔｈ ｎｏｔｉｎｇ ｔｈａｔ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ Ｅｑ．

（１２） ａｌｌｏｗｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ
ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ：

ｋ∗ｚ ＝ ± ｋ２
∗ｘ －

ｉω∗

２ε
＋
ｉ ４ｉεｋ２

∗ｘｅｘｐ（ － ｚΛ） ＋ ω３
∗

２ε ω∗

（２６）

ｋ∗ｌ ＝ ± ｋ２
∗ｘ －

ｉω∗

２ε
－
ｉ ４ｉεｋ２

∗ｘｅｘｐ（ － ｚΛ） ＋ ω３
∗

２ε ω∗

（２７）
Ｅｑｓ．（ ２６） – （ ２７） ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄ ｔｏ ｒｏｏｔｓ ｉｎ ｔｈｅ

ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｖａｒｉａｂｌｅｓ：

ｋｚ ＝ ± ｋ２ｘ － ｉω
２ν

－
（１ － ｉ） ４ｋ２ｘνωＮ２ｅｘｐ（－ ｚΛ） － ｉω４

２ ２νω
（２８）

ｋｌ ＝ ± ｋ２ｘ － ｉω
２ν

＋
（１ － ｉ） ４ｋ２ｘνωＮ２ｅｘｐ（－ ｚΛ） － ｉω４

２ ２νω
（２９）

ｗｈｅｒｅ， ｋ∗ｌ ａｎｄ ｋｌ ａｒｅ ｒｅｄｅｆｉｎｅｄ ｆｏｒ ｒｏｏｔｓ ｔｈａｔ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄ ｔｏ ｓｉｎｇｕｌａｒ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ
ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈ ｂｅｔｗｅｅｎ ｒｅｇｕｌａｒ ａｎｄ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ

ｐｒｏｏｆ ｏｆ ｃｏｍｐｌｉａｎｃｅ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｅｌｏｗ．
Ｔｏ ｉｄｅｎｔｉｆｙ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ Ｅｑｓ． （ ２６ ） – （ ２７ ） ａｎｄ ｔｈｅ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ Ｅｑｓ．（１７） ａｎｄ （２５）， ｔｈｅ ｒｏｏｔ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｉｎ
Ｅｑｓ．（２６） – （２７） ｉｎ ｔｈｅ Ｔａｙｌｏｒ ｓｅｒｉｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｍａｌｌ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ε ｉｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｉ ４ｉεｋ２
∗ｘｅｘｐ（ － ｚΛ） ＋ ω ３

∗

２ε ω∗

≈

ｉω∗

２ε
－
ｋ２
∗ｘ

ω ２
∗

ｅｘｐ（ － ｚΛ）

（３０）

Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ．（３０） ｉｎｔｏ Ｅｑｓ． （２６） ａｎｄ （２７），
ｗｅ ｇｅｔ：

ｋ∗ｚ ＝ ± ｋ２
∗ｘ －

ｉω∗

２ε
＋

ｉω∗

２ε
－
ｋ２
∗ｘ

ω ２
∗

ｅｘｐ（ － ｚΛ） ≈

　 　 　 　 ±
ｋ∗ｘ ω ２

∗ － ｅｘｐ（ － ｚΛ）
ω∗

（３１）

ｋ∗ｌ ＝ ± ｋ２∗ｘ －
ｉω∗

２ε
－

ｉω∗

２ε
－
ｋ２∗ｘ

ω２
∗

ｅｘｐ（－ ｚΛ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≈

　 　 　 　 ± １ － ｉ
２ε

ω∗ （３２）

Ｉｔ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ｎｏｔｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ
ｅｘｐａｎｓｉｏｎｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ Ｅｑｓ． （３１） －（３２）， ｅｘａｃｔｌｙ
ｃｏｉｎｃｉｄｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｅｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｒｅｇｕｌａｒ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｅｑ． （ ２４ ） ａｎｄ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｏｎｅ Ｅｑ． （ ２５ ），
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｎｓｅ， ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｒｏｏｔｓ ｏｆ Ｅｑｓ．
（２６） ａｎｄ （２８） ｃａｎ ｂｅ ｃａｌｌｅｄ ｒｅｇｕｌａｒ， ａｎｄ ｔｈｅ ｒｏｏｔｓ ｏｆ
Ｅｑｓ．（２７） ａｎｄ （２９） ｃａｎ ｂｅ ｃａｌｌｅｄ ｓｉｎｇｕｌａｒ．

Ｔｈｕｓ， ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｌｙ ｎｅｗ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｐｐｅａｒ ｉｎ ｔｈｅ
ｖｉｓｃｏｕｓ ｆｌｕｉｄ ｍｏｄｅｌ， ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｂｙ ｓｉｎｇｕｌａｒ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅｙ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅ
ｔｈｅ ｆｉｎｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｌｏｗｓ， ｉ． ｅ． ｌｉｇａｍｅｎｔｓ．
Ｔａｋｉｎｇ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ ｔｈｅ ｗａｖｅ ａｎｄ ｌｉｇａｍｅｎｔ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｏｗ Ｅｑｓ．（２６） – （２７）， ｔｈｅ ｔｙｐｅ
ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ψ ｉｓ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：

ψ＝（Ａｅｘｐ（ｋｚｚ）＋ Ｂｅｘｐ（ｋｌｚ））ｅｘｐ（ｉｋｘｘ － ｉωｔ） （３３）
Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｔｉｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ Ｅｑ．（８） ａｎｄ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ Ｅｑ． （７），ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ａ
ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｗａｖｅ ｖｅｃｔｏｒ ｋｘ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω ． Ｔｏ ｄｏ ｔｈｉｓ， ｗｅ
ｅｘｃｌｕｄｅ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｖａｌｕｅ ζ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ
ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ Ｐ

～
（ｘ，ｚ，ｔ）

ｉｓ ｅｘｃｌｕｄｅｄ ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｏｆ
ｔｈｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ Ｅｑ． （７）， ａｎｄ ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ

·１３·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ），Ｖｏｌ．３２，Ｎｏ．６，２０２５

Ｅｑ．（３３）， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｒａｔｉｏ［３８］：
（ｋ２

ｘ ＋ ｋ２
ｚ ）（ｋｌω ２ － ｇｋ２

ｘ － γｋ４
ｘ ＋

ｉωνｋｌ（３ｋ２
ｘ － ｋ２

ｌ ）） － （ｋ２
ｘ ＋ ｋ２

ｌ ）·

（ｋｚω ２ － ｇｋ２
ｘ － γｋ４

ｘ ＋ ｉωνｋｚ·

（３ｋ２
ｘ － ｋ２

ｚ ）） ＝ ０

（３４）

Ｔｈｅ ｔｅｒｍｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｇｒａｖｉｔｙ （ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ ｔｏ
∝ ～ ｇｋ２

ｘ ） ａｎｄ ｔｈｅ ｔｅｒｍｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｉｎｇ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ
ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎ （ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ ｔｏ γｋ４

ｘ ） ａｒｅ ｅａｓｉｌｙ
ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ Ｅｑ． （ ３４ ） ．
Ｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｅｆｆｅｃｔｓ ａｒｅ ｏｆｔｅｎ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ
ｓｅｐａｒａｔｅｌｙ ｉｎ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎ ｂｅｃｏｍｅｓ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ｓｉｍｐｌｅｒ ｗｉｔｈ ｔｈｅｓｅ
ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ． Ｗｈｅｎ ｂｏｔｈ ｅｆｆｅｃｔｓ ａｒｅ ｔａｋｅｎ
ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ， ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ Ｅｑ． （３４） ｉｓ ｎｏｔ ｓｏｌｖｅｄ
ｅｘａｃｔｌｙ ａｎａｌｙｔｉｃａｌｌｙ， ｂｕｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｏｌｖｅｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙ
ｕｓｉｎｇ ｍｏｄｅｒｎ ｐｒｏｇｒａｍｓ ｆｏｒ ｓｙｍｂｏｌｉｃ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ
ｕｓｅ ｏｆ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｌｌｏｗｓ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｔｈｅ ｒｅｍａｉｎｉｎｇ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｌｌｏｗ ｕｓ ｔｏ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｇａｍｅｎｔ ａｎｄ ｗａｖｅ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｓｉｔｉｏｎ． Ｉｎ ａ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｏｒｍ， ｗｈｅｎ ｒａｔｉｏｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｓｃａｌｅｓ ａｒｅ
ｕｓｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ， ｔｈｅ ｒａｔｉｏ
Ｅｑ．（３４） ｉｓ ｒｅｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

（ｋ２
∗ｘ ＋ ｋ２

∗ｌ）（δ ２εｋ４
∗ｘ ＋ ｉε ２ω∗ｋ∗ｚ（ｋ２

∗ｚ － ３ｋ２
∗ｘ） ＋

　 　 　 ｋ２
∗ｘ － εｋ∗ｚω ２

∗） － （ｋ２
∗ｘ ＋ ｋ２

∗ｚ）（δ ２εｋ４
∗ｘ ＋

　 　 　 ｉε ２ω∗ｋ∗ｌ（ｋ２
∗ｌ － ３ｋ２

∗ｘ） ＋ ｋ２
∗ｘ － εｋ∗ｌω ２

∗） ＝ ０
（３５）

ｗｈｅｒｅ δ ＝ δ γ
ｇ ／ δ ν

Ｎ ＝ Ｎγ ／ νｇ ｉｓ ａ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｉｎｇ ｔｈｅ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｐｉｌｌａｒｙ
ｌｅｎｇｔｈ ｔｏ ｔｈｅ Ｓｔｏｋｅｓ ｍｉｃｒｏｓｃａｌｅ． Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑｓ．（３１）
ａｎｄ （ ３２ ） ｉｎｔｏ Ｅｑ． （ ３５ ）， ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ａｎ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｕｐ ｔｏ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｏ（ε） ：

ｋ∗ｘ
１ － ｉ
２ε

ω∗ － ｋ∗ｘ

ω ２
∗ － １
ω∗

æ

è

çç

ö

ø

÷÷·

１ － ｉ
２ε

ω∗ ｋ∗ｘ ＋
ω ２

∗ － １
ω∗

ｋ２
∗ｘ ＋

é

ë

ê
êê

１ － ｉ
２

δ２ ω∗ ｋ３
∗ｘ － １ － ｉ

２
ω３ ／ ２

∗ ω２
∗ － １æ

è
ç

ö

ø
÷ ε ＋

ｋ∗ｘ（１ － ω ２
∗） ＋

δ ２ ω ２
∗ － １

ω∗
ｋ４
∗ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ε

ù

û

ú
ú
＝ ０

（３６）

Ｒｅｄｕｃｉｎｇ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ
Ｅｑ．（３６） ｔｏ ａ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｏｒｍ ａｎｄ ｓｉｍｐｌｉｆｙｉｎｇ ｔｈｅ
ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ：

ｋｘ（ － ｉω ３ ＋ ｋ２
ｘν（Ｎ２ － ω ２））·

　 　 　 （ｋ３
ｘγ ＋ ｇｋｘ － ω ω ２ － Ｎ２ ） ＝ ０ （３７）

Ｔｈｅ ｒｏｏｔｓ ｏｆ Ｅｑ．（３７） ａｒｅ ｅａｓｙ ｔｏ ｆｉｎｄ ａｎｄ ｔａｋｅ
ｔｈｅ ｖａｌｕｅｓ：

ｋｘ ＝ ０， ｋｘ ＝ ± （１ ＋ ｉ）ω ３ ／ ２

２ν（Ｎ２ － ω ２）
（３８）

ｋｘ ＝
α１ ／ ３

３２ ／ ３２１ ／ ３γ
－ ２１ ／ ３ｇ
３１ ／ ３α１ ／ ３ （３９）

ｋｘ ＝ －
（１ ∓ ３ ｉ）α１ ／ ３

２４ ／ ３３２ ／ ３γ
＋ （１ ± ３ ｉ）ｇ

２２ ／ ３３１ ／ ３α１ ／ ３ （４０）

　 α ＝ ９γ ２ω ω ２ － Ｎ２ ＋

　 ３γ ３（４ｇ３ ＋ ２７γω ２（ω ２ － Ｎ２））

Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｍｕｓｔ ｂｅ
ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｗｉｔｈ ｎａｔｕｒａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ
ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｏｔｓ． Ｆｏｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｔｗｏ⁃
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｌｏｗｓ ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ ｉｎ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
ｏｆ ｔｈｅ Ｏｘ ａｘｉｓ， ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ
ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｒｅ（ｋｘ） ＞ ０，Ｉｍ（ｋｘ） ＞ ０，Ｒｅ（ｋｚ，ｌ） ＞ ０ （４１）
Ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔ ｏｆ

ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｋｘ ｉｓ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ｂｙ Ｅｑｓ． （３９） ａｎｄ （３８） ．
Ｔｈｅ ｒｅｍａｉｎｉｎｇ ｒｏｏｔｓ ｇｒｏｗ ａｓ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
ｉｎｃｒｅａｓｅｓ． Ｗｈｅｎ ｗｅ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅ ｔｈｅｓｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｉｎｔｏ
Ｅｑｓ． （２６） － （２７）， ｗｅ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ ｏｎｌｙ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｒｏｏｔ ｏｆ Ｅｑ． （ ３９） ｅｘｈｉｂｉｔ ａ ｄｅｃｒｅａｓｅ
ｗｉｔｈ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ．

Ｔｏ ｃｏｍｐａｒｅ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｕｓｉｎｇ
ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ， ｗｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ
ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｉｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｗａｖｅ ａｎｄ ｓｅｇｍｅｎｔ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｌｏｗ ｉｎ ａ ｆｌｕｉｄ ｗｉｔｈ
ｗａｔｅｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ σ ＝ ７２ × １０ －７ Ｊ ／ ｃｍ２，ρ ００ ＝ １ ｇ ／ ｃｍ３，
ｇ ＝ ９８１ ｃｍ ／ ｓ２ ｆｏｒ ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ （ ｈｉｇｈｌｙ
ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ ｌｉｑｕｉｄ Ｎ ＝ １ ｓ －１） ａｎｄ ｆｏｒ ａ ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ ｏｃｅａｎ
（Ｎ ＝ ０．０１ ｓ－１） ． Ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ λ ａｎｄ ｔｈｅ
ｓｃａｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｇａｍｅｎｔ δ ｌ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ［３８］：

λ ＝ ２π

Ｒｅ （ｋｘ） ２ ＋ Ｉｍ （ｋｚ） ２

δ ｌ ＝
２π

Ｒｅ （ｋｘ） ２ ＋ Ｉｍ （ｋｌ） ２

Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｉｎ Ｆｉｇｓ．１（ａ） ａｎｄ １（ｂ） ａｒｅ ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ
ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ （２６） ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ
Ｅｑ． （ ３９ ） ｆｏｒ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ λ ａ（ω） （ ｓｏｌｉｄ

·２３·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ），Ｖｏｌ．３２，Ｎｏ．６，２０２５

ｌｉｎｅｓ） ａｎｄ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｓ ａ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ Ｅｑ． （ ３４） ｆｏｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ λ ｎ（ω） （ ｄａｓｈｅｄ ｌｉｎｅｓ） ． Ｓｉｍｉｌａｒ ｇｒａｐｈｉｃｓ
ａｒｅ ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ ｆｏｒ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｌｉｇａｍｅｎｔ ｓｃａｌｅ δ ｌａ（ω）
Ｅｑｓ． （２７） ａｎｄ （３９） （ ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅｓ） ａｎｄ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｓ ａ
ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ
Ｅｑ． （３４） ｆｏｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｌｉｇａｍｅｎｔ ｓｃａｌｅ δ ｌｎ（ω） （ｄａｓｈｅｄ
ｌｉｎｅｓ） ．

Ｉｎ Ｆｉｇｓ． １（ａ） ａｎｄ （ｂ）， ｔｈｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ
ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ λ ａ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ λ ｎ ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｌｏｗ
ｗｉｔｈ ｉｎｓｅｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｇｉｏｎ ａｒｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ． Ｔｈｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｉｎ ｓｕｒｆａｃｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｌｏｗｓ ｉｓ ｍｏｓｔ ｎｏｔｉｃｅａｂｌｅ
ｉｎ ａ ｌｉｑｕｉｄ ｗｈｅｒｅ ｗａｔｅｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｈａｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｂｕｏｙａｎｃｙ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ． Ｉｎ Ｆｉｇｓ． １ （ ｃ） ａｎｄ （ ｄ）， ｔｈｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ ｏｆ λ ｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ
ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ
Δλ ／ λ ＝ λ ａ － λ ｎ ／ λ ｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｕｏｙａｎｃｙ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｉｓ ｓｈｏｗｎ．
　 　 Ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍｏｓｔ ｎｏｔｉｃｅａｂｌｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｖａｌｕｅｓ ｉｓ
ａｃｈｉｅｖｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ ｏｆ ｃａｐｉｌｌａｒｙ⁃ｇｒａｖｉｔｙ ｗａｖｅｓ． Ｉｔ
ｔａｋｅｓ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｐｅｒｃｅｎｔ， ｓｔａｒｔｉｎｇ ｆｒｏｍ ｔｈｅ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ２０ ｓ－１， ａｎｄ ｇｒｏｗｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｕｐ ｔｏ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｓｅｖｅｒａｌ ｔｅｎｓ ｏｆ
ｐｅｒｃｅｎｔ． Ａｓ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｍｏｖｅｍｅｎｔ
ｄｅｃｒｅａｓｅｓ， ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ｒａｐｉｄｌｙ ａｎｄ
ａｍｏｕｎｔｓ ｔｏ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｐｅｒｃｅｎｔ． Ａｓ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｍｏｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ ｔｈｅ ｂｕｏｙａｎｃｙ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ，
ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｎ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｍｏｒｅ
ｎｏｔｉｃｅａｂｌｅ ｆｏｒ ｌｉｑｕｉｄｓ ｗｉｔｈ ｌｏｗｅｒ ｂｕｏｙａｎｃｙ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｖａｌｕｅｓ ａｎｄ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｅｘｃｅｅｄ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｐｅｒｃｅｎｔ． Ｆｏｒ
ａ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ ｌｉｑｕｉｄ， ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ
ｖａｌｕｅ ｕｎｄｅｒｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｔｈｅ ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｗｈｉｌｅ ｆｏｒ ａ ｗｅａｋｌｙ ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ
ｌｉｑｕｉｄ， ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒａｒｙ， ａｎ ｏｖｅｒ⁃ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｉｓ
ｏｂｓｅｒｖｅｄ． Ｔｈｉｓ ｉｓ ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｂｕｏｙａｎｃｙ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｉｎ ｔｈｅ ｓｍａｌｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ε ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｓｃａｒｄｉｎｇ
ｏｆ ｓｏｍｅ ｔｅｒｍｓ ｉｎ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ．

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｕｓｉｎｇ
ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｍｅｔｈｏｄｓ λａ ａｎｄ ａｓ ａ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ λｎ ａｔ： （ａ） Ｎ＝ １ ｓ－１，
（ｂ） Ｎ ＝ ０． ０１ ｓ－１ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ
ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ Δλ ／ λｎ ａｔ （ｃ） Ｎ＝１ ｓ－１， （ｄ） Ｎ＝０．０１ ｓ－１

　 　 Ｉｎ Ｆｉｇ． ２， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ Ｆｉｇ． １， ｔｈｅ
ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｉｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｌｉｇａｍｅｎｔ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｏｗ
ａｒｅ ｓｈｏｗｎ． Ｆｉｇｓ． ２ （ａ） ａｎｄ （ ｂ ） ｓｈｏｗ ｔｈｅ

ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ δｌａ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ δｌｎ

ｌｉｇａｍｅｎｔ ｓｃａｌｅ ｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｕｏｙａｎｃｙ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ． Ｉｎ Ｆｉｇｓ． ２ （ ｃ） ａｎｄ （ ｄ）， ｔｈｅ

·３３·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ），Ｖｏｌ．３２，Ｎｏ．６，２０２５

ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Δδｌ ／ δｌ ＝ δｌａ － δｌｎ ／ δｌｎ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｃａｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｇａｍｅｎｔ δｌｎ ｉｓ ｃｒｅａｔｅｄ． Ｗｈｅｎ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｆｉｎｅ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｌｉｇａｍｅｎｔｓ， ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｉｓ
ｉｎｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ， ａｎｄ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ
ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｐｒａｃｔｉｃａｌｌｙ ｃｏｉｎｃｉｄｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｏｎｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｎｔｉｒｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒａｎｇｅ．

３　 Ｌｉｍｉｔｉｎｇ Ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｓ

　 　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｋｎｏｗｎ ｌｉｍｉｔｉｎｇ
ｃａｓｅｓ ａｎｄ ｏｂｓｅｒｖｉｎｇ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｒｅｇｕｌａｒ ａｎｄ
ｓｉｎｇｕｌａｒ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ．
３．１　 Ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ Ｖｉｓｃｏｕｓ Ｆｌｕｉｄ
　 　 Ｔｈｅ ｍｏｓｔ ｃｏｍｍｏｎ ｓｉｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ
ｓｕｒｆａｃｅ ｗａｖｅｓ ｉｓ ｔｏ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈｏｕｔ

ｔａｋｉｎｇ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ ｄｅｎｓｉｔｙ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ， ｗｈｉｌｅ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ． Ｉｎ ａ
ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｌｉｑｕｉｄ ρ ＝ ρ００ ＝ ｃｏｎｓｔ， Ｅｑｓ． （２） － （５）
ｂｅｃｏｍｅｓ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ｓｉｍｐｌｅｒ． Ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ｉｎ ａ ｌｉｑｕｉｄ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ：

Ｐ ＝ Ｐ００ ＋ ρ００ｇ（ζ － ｚ） ＋ Ｐ
～
（ｘ，ｚ，ｔ）

Ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｉｓ ａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙ
ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｇｉｖｅｎ ｓｉｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｂａｓｉｃ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｏｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｃａｎ
ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ：

　 　 ｚ ＜ ζ：

ρ００（∂ｔｕ ＋ （ｕ·Ñ）ｕ） ＝

ρ ００νΔｕ － ÑＰ ＋ ρ ００ｇ

ｄｉｖｕ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｇａｍｅｎｔ ｓｃａｌｅ ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｕｓｉｎｇ
ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｍｅｔｈｏｄｓ δｌａ ａｎｄ ａｓ ａ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ δｌｎ ａｔ： （ａ） Ｎ＝１ ｓ－１，
（ｂ） Ｎ ＝ ０． ０１ ｓ－１ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ
ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ Δδｌ ／ δｌ ａｔ （ｃ） Ｎ＝１ ｓ－１， （ｄ） Ｎ＝０．０１ ｓ－１

ｚ ＝ ζ：

∂ｔ（ ｚ － ζ） ＋ ｕ·Ñ（ ｚ － ζ） ＝ ０
τ·（（ｎ·Ñ）ｕ） ＋ ｎ·（（τ·Ñ）ｕ） ＝ ０
Ｐ － Ｐ０ － σｄｉｖｎ －

２ρ ００νｎ（（ｎ·Ñ）ｕ） ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ｚ ＝→－ ¥∶ ｕ ＝ （ｕ，ｗ） → （０，０）

Ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｔａｋｅ ｔｈｅ
ｆｏｒｍ：

　 ｚ ＜ ０ ∶
ρ００ｇ∂ｘζ － νρ００∂ｚΔψ ＋ ρ００∂ｚｔψ ＋ ∂ｘＰ

～ ＝０

νρ ００∂ｘΔψ － ρ ００∂ｘｔψ ＋ ∂ｚＰ
～
＝ ０{

（４２）

·４３·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ），Ｖｏｌ．３２，Ｎｏ．６，２０２５

ｚ ＝ ０ ∶
∂ｚｚψ － ∂ｘｘψ ＝ ０

Ｐ
～ ＋ σ∂ｘｘζ ＋ ２νρ ００∂ｚｘψ ＝ ０
∂ｔζ ＋ ∂ｘψ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４３）

ｚ ＝→－ ¥∶ （∂ｚψ， － ∂ｘψ） → （０，０）
Ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ． （１０） ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （４２），

ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｃｏｎｎｅｃｔｓ ｔｈｅ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｖｅｃｔｏｒ：

（ｋ２
ｘ － ｋ２

ｚ ）（ｉνｋ２
ｘ － ｉνｋ２

ｚ ＋ ω） ＝ ０ （４４）
Ｓｏｌｖｉｎｇ Ｅｑ．（４４）， ｗｅ ｇｅｔ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｒｏｏｔｓ：

ｋｚ ＝ ± ｋｘ，ｋｌ ＝ ± ｋ２
ｘ － ｉω

ν
（４５）

Ｈｅｒｅ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ
ｓｉｎｇｕｌａｒ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓ ｉｓ ｒｅｉｎｔｅｒｐｒｅｔｅｄ （ ｋｌ ） ｂｙ
ａｎａｌｏｇｙ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｉｔｅｍ． Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｒｏｏｔｓ
ｏｆ Ｅｑ．（４５）， ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｔａｋｅｓ
ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ Ｅｑ． （３３） ｂｙ ａｎａｌｏｇｙ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｅｖｉｏｕｓ
ｉｔｅｍ． Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｏｍｅｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ
ｃｏｍｐａｔｉｂｉｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ Ｅｑｓ．（４２）－（４３） ． Ｉｔ ｐｒｏｖｉｄｅｓ
ｔｈｅ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ
ｖｅｃｔｏｒ， ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ， ａｎｄ ｏｔｈｅｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎ ｔｈｅ
ｐｒｏｂｌｅｍ． Ｔｈｉｓ ｆｏｒｍａｌｌｙ ｌｏｏｋｓ ｉｄｅｎｔｉｃａｌ ｔｏ Ｅｑ． （３４） ．

（ｋ２
ｘ ＋ ｋ２

ｚ ）（ｋｌω ２ － ｇｋ２
ｘ － γｋ４

ｘ ＋

ｉωνｋｌ（３ｋ２
ｘ － ｋ２

ｌ ）） － （ｋ２
ｘ ＋ ｋ２

ｌ ）·

（ｋｚω ２ － ｇｋ２
ｘ － γｋ４

ｘ ＋

ｉωνｋｚ（３ｋ２
ｘ － ｋ２

ｚ ）） ＝ ０

（４６）

Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑ． （ ４６） ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ
ｔａｋｉｎｇ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ Ｅｑ．（４５） ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｅｉｔｈｅｒ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙ ｏｒ ｕｓｉｎｇ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｍｅｔｈｏｄｓ．
Ｍｏｒｅ ｄｅｔａｉｌｓ ｏｎ ｔｈｅ ｐｅｃｕｌｉａｒｉｔｉｅｓ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ
ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌｓ ａｒｅ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ
ｉｎ Ｒｅｆ．［３８］ ．

Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｂｙ
ｐｅｒｆｏｒｍｉｎｇ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔｉｎｇ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ Ｎ → ０ （ Λ → ¥） ．
Ｔｈｅ ｒｅｇｕｌａｒ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｌａｒｇｅ⁃
ｓｃａｌｅ ｗａｖｅｓ ａｓ ｉｎ ａ ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ ｆｌｕｉｄ， ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄ ｔｏ ｆｉｎｅ ｌｉｇａｍｅｎｔｓ． Ｈｏｗｅｖｅｒ，
ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｄｉｕｍ ｉｓ ｎｏｔ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｉｎ ａ
ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｆｌｕｉｄ ｍｏｄｅｌ， ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ
ｇｒａｄｉｅｎｔ ｉｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｚｅｒｏ ａｎｄ ｉｔ ｗｏｕｌｄ ｎｏｔ ｂｅ ｃｏｒｒｅｃｔ ｔｏ
ｓｐｅａｋ ｏｆ ｌｉｇａｍｅｎｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ａｓ ｈｉｇｈ⁃ｇｒａｄｉｅｎｔ
ｉｎｔｅｒｆａｃｅｓ． Ｈｅｎｃｅ， ｔｈｅ ｑｕａｌｉｔｙ ｏｆ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ ｌｏｓｔ ｉｎ ａ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｆｌｕｉｄ ｍｏｄｅｌ．
３．２　 Ｉｄｅａｌ Ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ Ｆｌｕｉｄ
　 　 Ｗｈｅｎ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｆｌｏｗｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａｎ ｉｄｅａｌ

ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ ｆｌｕｉｄ， ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ：

ｚ ＜ ζ ∶
ρ（∂ｔｕ ＋ （ｕ·Ñ）ｕ） ＝ － ÑＰ ＋ ρｇ
∂ｔρ ＋ ｕ·Ñρ ＝ ０
ｄｉｖｕ ＝ ０

ì

î

í

ïï

ïï

ｚ ＝ ζ ∶
∂ｔ（ ｚ － ζ） ＋ ｕ·Ñ（ ｚ － ζ） ＝ ０
Ｐ － Ｐ０ － σｄｉｖｎ ＝ ０{

ｚ ＝→－ ¥∶ ｕ ＝ （ｕ，ｗ） → （０，０）
Ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ

ｔａｋｅｓ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｆｏｒｍ ｉｎ ａ ｌｉｎｅａｒ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ
ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ ａｐｐｌｉｅｄ：

ｚ ＜ ０ ∶

ρ ００ｇ ∫ζ
ｚ
∂ｘρ

～（ｘ，χ，ｔ）ｄχ ＋

ρ ００ｇ∂ｘζ ＋ ρ ００∂ｚｔψ ＋ ∂ｘＰ
～ ＝ ０

－ ρ ００∂ｘｔψ ＋ ∂ｚＰ
～ ＝ ０

∂ｔρ
～ ＋

ｅｘｐ（ － ｚΛ）∂ｘψ
Λ

＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（４７）

　 　 ｚ ＝ ０：
Ｐ
～ ＋ σ∂ｘｘζ ＝ ０
∂ｔζ ＋ ∂ｘψ ＝ ０{

　 　 　 ｚ ＝→－ ¥：（∂ｚψ， － ∂ｘψ） → （０，０）
Ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑ． （ １０） ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

（４７ ） ｉｎ ａｎ ｉｄｅａｌ ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ ｆｌｕｉｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ：

（ｋ２
ｘ － ｋ２

ｚ ）ω ２ － Ｎ２ｋ２
ｘｅｘｐ（ － ｚΛ） ＝ ０ （４８）

Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑ． （４８） ｉｓ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ：

ｋｚ ＝ ± ｋｘ １ － Ｎ２

ω ２ｅｘｐ（ － ｚΛ） （４９）

Ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｄｅｆｉｎｅｓ ｔｈｅ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｖｅｃｔｏｒ ａｎｄ ｔｈｅ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｉｓ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ
ｃｏｍｐａｔｉｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｅ
ｓｕｒｆａｃｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｏｔｉｏｎ：

ｇｋ２
ｘ － ω ２ｋｚ ＋ γｋ４

ｘ ＝ ０
Ｔｈｅ ｒａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｄｅｓｃｒｉｂｉｎｇ ｔｈｅ

ｍｏｔｉｏｎ ｉｓ ｒｅｄｕｃｅｄ ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅ ｄｉｓｒｅｇａｒｄ ｏｆ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ｉｎ
ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｉｓ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ａ ｄｅｃｒｅａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ， ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏｓｓ ｏｆ ｓｏｍｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ， ｉ．ｅ． ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｎｏ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｒｏｏｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｉｄｅａｌ
ｆｌｕｉｄ ｍｏｄｅｌ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ａ ｗｈｏｌｅ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｈａｔ
ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｉｓ ｌｏｓｔ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ
ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｌｏｗｓ ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅ
ｄｉｓｒｅｇａｒｄ ｏｆ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ．
３．３　 Ｉｄｅａｌ Ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ Ｆｌｕｉｄ
　 　 Ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｕｌｔｉｍａｔｅｌｙ
ｒｅｄｕｃｅｄ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａｎ ｉｄｅａｌ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｆｌｕｉｄ ｉｓ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｅｓｔ ｔｅｒｍｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

·５３·



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ （Ｎｅｗ Ｓｅｒｉｅｓ），Ｖｏｌ．３２，Ｎｏ．６，２０２５

ｚ ＜ ζ ∶
ρ００（∂ｔｕ ＋ （ｕ·Ñ）ｕ） ＝ － ÑＰ ＋ ρ００ｇ
ｄｉｖｕ ＝ ０{

　 ｚ ＝ ζ ∶
∂ｔ（ ｚ － ζ） ＋ ｕ·Ñ（ ｚ － ζ） ＝ ０
Ｐ － Ｐ０ － σｄｉｖｎ ＝ ０{

ｚ ＝→－ ¥：ｕ ＝ （ｕ，ｗ） → （０，０）
Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｌｉｎｅａｒ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｚ ＜ ０ ∶
ρ ００ｇ∂ｘζ ＋ ρ ００∂ｚｔψ ＋ ∂ｘＰ

～ ＝ ０

－ ρ ００∂ｘｔψ ＋ ∂ｚＰ
～ ＝ ０{

ｚ ＝ ０ ∶
Ｐ
～ ＋ σ∂ｘｘζ ＝ ０
∂ｔζ ＋ ∂ｘψ ＝ ０{

　 　 ｚ ＝→－ ¥：（∂ｚψ， － ∂ｘψ） → （０，０）
Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａｎ ｉｄｅａｌ

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｆｌｕｉｄ ａｒｅ ｇｒｅａｔｌｙ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ａｎｄ ｉｎｃｌｕｄｅ
ｏｎｌｙ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｌｏｗ． Ｔｈｕｓ，
ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｌｏｗ ｉｓ ｆｏｕｎｄ ｔｏ ｂｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｉｎ
ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌ． Ａｎａｌｏｇｏｕｓ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｒｉｖｅｄ
ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｕ ＝ Ñφ．

ｋｚ ＝ ± ｋｘ，ｇｋ２
ｘ － ω ２ｋｚ ＋ γｋ４

ｘ ＝ ０ （５０）
Ｉｔ ｉｓ ｗｏｒｔｈ ｎｏｔｉｎｇ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃｈｏｉｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｇｎ ｉｎ

Ｅｑｓ． （４５）， （４９）， ａｎｄ （５０） ｉｓ ｍａｄｅ ｉｎ ａｃｃｏｒｄａｎｃｅ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｒｏｏｔｓ Ｅｑ． （ ４１ ）， ｆｏｒ ｔｈｅ ｒｅａｓｏｎｓ ｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ ｔｈｏｓｅ
ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ２．

Ａ ｈｉｇｈｌｙ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｌｅａｄｓ ｔｏ ａ
ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｃａｐｔｕｒｅｓ ｓｏｍｅ ｔｒｅｎｄｓ ｉｎ
ｌａｒｇｅ⁃ｓｃａｌｅ ｆｌｏｗ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ， ｂｕｔ ｉｔ ｄｉｆｆｅｒｓ
ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｌｙ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｉｎ ｍｏｒｅ
ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｋｅｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｉｓ ｔｈｅ
ａｂｓｅｎｃｅ ｏｆ ｃｅｒｔａｉｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｈａｔ ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｆｉｎｅ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ ｉｎ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍｅｄｉａ．

４　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　 　 Ｔｈｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ
ｍｏｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｖｉｓｃｏｕｓ ｆｌｕｉｄ ｓｈｏｗｓ ｔｈｅ
ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ， ｗｈｉｃｈ ｆｏｒｍｓ ｔｈｅ
ｂａｓｉｓ ｆｏｒ ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｍｏｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｏｔｈｅｒ
ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｆｌｏｗｓ． Ｔｈｅ ｈｉｇｈ ｒａｎｋ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ
ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｒｅｑｕｉｒｅ ｔｈｅ
ｓｉｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｅｔｈｏｄｓ． Ｗｅ ｕｓｅ ｔｈｅ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｔｏ ｓｉｍｐｌｉｆｙ ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ． Ｔｈｅ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｗｉｔｈ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｂｕｏｙａｎｃｙ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｒｅｍａｉｎｓ ｏｎｌｙ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｌａｒｇｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｉｎ ｏｕｒ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｏｆ ｌｏｗ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ａｌｌｏｗｓ

ｕｓ ｔｏ ａｐｐｌｙ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ
ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎｃｌｕｄｅｓ
ｒｅｇｕｌａｒ ｔｅｒｍｓ ｔｈａｔ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅ ｗａｖｅｓ ａｎｄ ｓｉｎｇｕｌａｒ
ｔｅｒｍｓ ｔｈａｔ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｌｉｇａｍｅｎｔｓ． Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｐｒｅｃｉｓｅ ａｎｄ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｒｅｖｅａｌｓ ｔｈｅｉｒ ｇｏｏｄ
ａｇｒｅｅｍｅｎｔ． Ｎｅｇｌｅｓｔｉｎｇ ｔｈｅ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｉｔｙ ａｎｄ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ
ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｄｉｕｍ， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｋｎｏｗｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ． Ａｔ ｔｈｅ
ｓａｍｅ ｔｉｍｅ， ｔｈｅ ｑｕａｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｉｓ
ｄｅｃｒｅａｓｅｄ ａｓ ｆａｒ ａｓ ｉｎ ａ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｍｅｄｉｕｍ ｗｉｔｈｏｕｔ
ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ ｔｈｅ ｗｈｏｌｅ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ， ａｎｄ
ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ｏｆ ｌｉｇａｍｅｎｔｓ ａｒｅ ｌｏｓｔ．
Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｍｏｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｍｅｄｉａ ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ
ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｗａｖｅ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｏｔｈｅｒ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｆｌｏｗｓ ｗｉｔｈ ｐｈｙｓｉｃａｌｌｙ ｊｕｓｔｉｆｉｅｄ ｉｎｉｔｉａｌ
ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．
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